
МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ 

Запорізький національний технічний університет 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

МЕТОДИЧНІ ВКАЗІВКИ  
з вищої математики 

до виконання контрольних робіт 
 

«ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ФУНКЦІЇ КОМПЛЕКСНОЇ ЗМІННОЇ» ТА 
«ЕЛЕМЕНТИ ОПЕРАЦІЙНОГО ЧИСЛЕННЯ»   

 
 

для студентів заочної форми навчання 
транспортного факультету 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2017 



2

Методичні вказівки з вищої математики до виконання контрольних 
робіт «Елементи теорії функції комплексної змінної» та «Елементи 
операційного числення» для студентів заочної форми навчання 
транспортного факультету./ Укл.: Килимник І.М., Полякова Т.Г. – 
Запоріжжя: ЗНТУ, 2017 – 78 с. 

 
Укладачі:  Килимник І.М.,  к.т.н.,  доцент 
    Полякова Т.Г, асистент 
 
 
 

Рецензент: Онуфрієнко Л.М., доцент, к.ф.-м.н. 
 

Відповідальний за випуск: Килимник І.М., к.т.н., доц. 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Затверджено на засіданні 
кафедри вищої та загальної математики ЗНТУ 
Протокол  № 7  від  15.03.2017 р. 

 
 

Затверджено 
НМК транспортного факультету ЗНТУ 
Протокол  №  26  від  21.03.2017 р. 

 
 



3

ЗМІСТ 
 Стор 

Правила оформлення та виконання контрольної роботи 4 
Контрольна робота «Елементи теорії функції комплексної 
змінної»  

 

1. Вказівки до виконання контрольної роботи з теми  
«Елементи теорії функції комплексної змінної»  

5 

1.1 Комплексні числа та дії над ними. 5 
1.2 Лінії та множини точок на комплексній площині 10 
1.3 Функції комплексної змінної 14 
1.4 Диференціювання функцій комплексної змінної. 

Аналітичні функції.  
19 

1.5 Інтегрування функції комплексної змінної 25 
1.6 Степеневі ряди функції комплексної змінної. Ряд 

Лорана. 
32 

1.7 Класифікація нулів та ізольованих особливих точок 
функції комплексної змінної 

37 

1.8 Лишки та їх застосування 40 
1.9 Індивідуальні завдання 46 

Контрольна робота «Елементи операційного числення»  
2. Вказівки до виконання контрольної роботи «Елементи 
операційного числення» 

55 

2.1 Перетворення Лапласа. Зображення та оригінал 55 
2.2 Властивості перетворення Лапласа. Теореми. 56 
2.3 Знаходження оригіналу по зображенню. 61 
2.4 Розв`язання задачі Коші для звичайних лінійних 

диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами. 
64 

2.5 Індивідуальні завдання 69 
3. Довідковий матеріал 75 
Література 78 

 



4

ПРАВИЛА ОФОРМЛЕННЯ ТА ВИКОНАННЯ КОНТРОЛЬНОЇ 
РОБОТИ. 

 1. Студент повинен виконувати контрольну роботу в окремому 
зошиті. 
 2. На обкладинці зошита треба записати назву контрольної 
роботи, дисципліну, з якої виконується контрольна робота, номер 
академічної групи, прізвище, ім’я та по батькові повністю. В правому 
верхньому куті вказати шифр – номер залікової книжки, а в правому 
нижньому – домашню адресу. 
 3. В контрольній роботі повинні бути розв’язані всі завдання 
вказані викладачем. Розв’язання задач необхідно записувати в 
порядку номерів завдань, зберігаючи їх послідовність. Умова задачі 
переписується повністю. 
 4. Номер задачі в завдання вибирають таким чином: 
передостанню цифру шифру помножити на номер завдання і додати 
останню цифру шифру. Номером задачі в завданні є число одиниць в 
отриманому числі. Наприклад. Дві останні цифри шифру 65. 
Розв’язуємо 11 завдання. Необхідно 611+5=71. Номер задачі в 11 
завданні буде 1.  
 Якщо число одиниць дорівнює нулю, то студент розв’язує 10 
задачу завдання. 
 5. Контрольна робота подається викладачеві на перевірку і 
захищається студентом на консультаціях. Контрольні роботи виконані 
не за своїм варіантом не зараховуються 



5

x 

y 
iyxz 

y 

x 

φ 

r

0 

КОНТРОЛЬНА РОБОТА  
«ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ФУНКЦІЇ КОМПЛЕКСНОЇ ЗМІННОЇ» 

1. ВКАЗІВКИ ДО ВИКОНАННЯ КОНТРОЛЬНОЇ РОБОТИ 
З ТЕМИ «ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ФУНКЦІЇ КОМПЛЕКСНОЇ 

ЗМІННОЇ» 

1.1 Комплексні числа та дії над ними 

Комплексним числом z  називається число, яке має вигляд: 

iyxz  , де x  і y  – дійсні числа, i  – уявна одиниця, 1i ; 

zx Re  – дійсна частина комплексного числа, zy Im  – уявна 

частина комплексного числа. Комплексне число iyxz   називається 

спряженим комплексному числу z . 
Комплексне число iyxz   можна зобразити точкою площини 

xOy з координатами  yx, , або вектором r , який має напрямок з 

початку координат т. O  в точку  yx, . Довжина вектора 

r  називається модулем комплексного  

числа:  22 yxzr  . 

Кут  , утворений вектором з додатним 

напрямом осі Ox  називається аргументом 
комплексного числа: zArg  

Величина zArg  многозначна і визначена   

з точністю до доданка кратного 2 : 
 ,...2,1,0,2arg  kkzzArg  . 

При 0z  величина zArg  не має змісту. 

Головне значення аргументу позначається zarg  і визначається 

умовами:   zarg , при цьому 
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Форми комплексного числа: 

1) Алгебраїчна форма: iyxz   

2) Тригонометрична форма: )sin(cos  irz  , якщо в 

алгебраїчній формі зробити заміну  sin,cos  ryrx .  

3) Показникова форма: irez  , застосовуючи формулу Ейлера: 

 sincos iei  , можна перейти від тригонометричної форми до 

показникової.  

Дії над комплексними числами: 

Маємо 
 111111 sincos  iriyxz  ,  222222 sincos  iriyxz   

1) Рівність: 212121 yyixxzz    

2) Додавання:    212121 yyixxzz   

3) Добуток: 
        

 21

1

21

212121122121221 sincos







i

err

irryxyxiyyxxzz
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4) Частка: 

      21

2

1
2121

2

1

22

21

2

1 sincos  



 i

e
r

r
i

r

r

zz

zz

z

z
. 

Маємо   sincos iryixz  . 

1) Піднесення до натурального степеня n : 

   ninn reninrz  sincos . 

Формула Муавра:    nini
n sincossincos  . 

2) Корінь п-го степеня ( n  – ціле) : 

n

k
i

nnn ez
n

k
i

n

k
rz

 2
2

sin
2

cos









 



 . Матимемо n  

різних значень n z , поклавши   1,,2,1,0  nk … . 

Задача 1. Задані комплексні числа ,21 iz  ,222 iz   

iz 3223  . Знайти: а) ;21 zz   б) ;21 zz   в) ;21 zz   г) 
2

1

z

z
. 

Записати: д) 2z  в тригонометричній формі; е) 3z  у показниковій 

формі. 
Розв`язування.  

а)     ;322221 iiizz   

б)     ;422221 iiizz   

в)     ;262244222 2
21 iiiiiizz   

г) .
4

3

4

1

8

62

44

2244

22

22

22

2
2

2

2

1 i
i

i

iii

i

i

i

i

z

z

















  

д) iz 222  . Знайдемо модуль комплексного числа та головне 

значення аргументу: 2,2  yx . Тоді  

224422  yxzr ; 

 
4

3

4
1arg0,0


  arctg

x

y
arctgzyx . 

Тригонометрична форма 2z : 
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






 
4

3
sin

4

3
cos222


iz . 

е) iz 3223  . Знайдемо модуль комплексного числа та головне 

значення аргументу: 32;2  yx . Тоді 

;41612422  yxzr  

  .
3

3
2

32
arg0,0













 arctgarctg

x

y
arctgzyx  

Показникова форма 3z : 

3
3 4

i

ez




 . 

Задача 2. Записати в алгебраїчній формі комплексне число 
2

19

5

1

2














i

i
z . 

Розв’язування. Запишемо в алгебраїчній формі чисельник і 
знаменник дробу: 

  iiiii  2222
225 , 

  iiiii  1111
9219 , 

i

i

i

i








1

2

1

2
19

5

. 

Помножимо чисельник і знаменник дробу на комплексне число 
спряжене до знаменника: 

  
  

i
ii

i

iii

ii

ii

i

i

i

i

2

3

2

1

2

31

11

132

1

22

11

12

1

1

1

2
2

2

























. 

Піднесемо до квадрата отримане число 

iiiii
2

3
2

4

9

2

3

4

1

4

9

2

3

4

1

2

3

2

1 2
2








  . 

Задача 3. Обчислити: а)  6031 i , б) 4 1 і . 
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Розв’язування. 

а) Застосовуємо формулу )nsin (cos  іnrz nn  . Маємо 

,31 іz   де 3,1,60  yxn .  
Знайдемо тригонометричну форму комплексного числа z . 

    243131
2222  yxzr . Так як  0x   і  

0y , то 



3

2

31

3
arg 


 arctg

x

y
arctgz . Тоді  

)
3

2
sііn

3

2
(cos2  іz  . 

60606060 2)40sin40(cos2))
3

2
(60sin )

3

2
60(cos(2   ііz . 

б) Корінь n -го степеня з комплексного числа z , відмінного від 
нуля , має n  значень, які визначаються формулою: 

)
2k

s
2

(cos
n

inі
n

k
rz nn  




 ,  1,,2,1,0  nk … .  

Маємо  iz 1 , де 1x , 1y . Запишемо комплексне число z   

у тригонометричній формі. Знаходимо  

  211 2222  yxzr . 

Так як  0x , 0y ,  то 

4
1

1

1

x

y
arctg  z arg





 arctgarctg . 

Маємо 

















 





4

2
4

4

2
4cos21 84







k

sііі

k

і ,  3,2,1,0k . 

При      0k    



































16
sin

16
cos2

16
sin

16
cos2 88

1


iiz ; 

             1k    






  
16

7
sin

16

7
cos28

2 іz ; 

             2k     






  
16

15
sin

16

15
cos2z 8

3 і ; 
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             3k     






  
16

23
sin

16

23
cos28

4 iz . 

1.2 Лінії та множини точок на комплексній площині. 

Якщо рівняння   0zF  визначає лінію на комплексній площині, 

а нерівності   0zF  і   0zF  – частину комплексної площини, 

точки якої задовольняють цим нерівностям. Iз урахуванням того, що 

    ,33

,)()()()(,2

,x,,I   x,z Re  iy,z

32233

2
0

2
0000

222

2222

yyxixyxz

yyxxyyixxzzxyiyxz

yxzzyziyxzyzmx







рівняння   0zF  отримаємо, як рівняння лінії   0, yxF , а 

нерівності   0zF  і   0zF – область, яка складається із множини 

точок  yx, . 

Задача 4. Визначити та побудувати лінії, задані наступними 
рівняннями:  

а) 3Re2
2

 zz ; б) 243  ziz ; в) zzz Im2)Im( 2  . 

Розв’язування. 

а) 3Re2
2

 zz . Знаючи, що xzyxz  Re,22 . Тоді 
222 yxz     3222  хyx      41 22  yx . Це коло з 

центром у т.  0,1  і радіусом 2R . 
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б) 2i43z  z .  Знаючи, що  

2
0

2
000000 )()()()( yyxxyyixxiyxyixzz 

маємо 22 )4()3()43(43  yxiziz    

22)2(2 yxz  . 

Тоді  2)2()4()3( 2222  yxyx , 
2222 )2()4()3( yxyx  . 

Розкриваємо дужки і приводимо подібні: 

2222 4416896 yxxyyxx     

02182  yx . Це рівняння прямої. 

 

в) zzz Im2)Im( 2  . Знаючи, що iyxz  , xyiyxz 2222   

знайдемо )2(2 22222 xyyixyxyixxyiyxzz  . Тоді  

xyyzz 2)Im( 2  . Враховуємо, що yz Im , матимемо 
yxyy  22    222  xyy , 1)1(1)1(  xyxy .  

1

1




x
y  - це рівняння рівнобічної гіперболи, асимптоти якої 

0,1  yx . 
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Задача 5. Знайти та побудувати множину точок комплексної 

площини задану умовами: 

а) 










2
arg

4

2211


z

iz

; б) 










22
6

)21arg(
4

iz

iz


. 

Розв`язування.  

а) 










2
arg

4

2211


z

iz

 

Враховуючи, що     ,2
0

2
00 yyxxzz   маємо: 

       22 212121  yxyixiz . Перша нерівність 

системи має вигляд:     .4211 22  yx  На площині – це кільце, 

яке обмежене концентричними колами радіусів 1R  (не включаючи 

саме коло) та 2R . Друга нерівність системи 
2

arg
4


 z  визначає 

частину площини між прямими, що виходять з точки O  і утворюють з 
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віссю Ox  кути 
2


 і 

4


  (не включаючи пряму xy  , 0x ). Зробимо 

рисунок. 

 
Розв’язком є заштрихована частина площини. 

б)










22
6

)21(arg
4

iz

iz


 

Комплексне число )21(21 iziz  зображується вектором, 

початком якого є точка )21( i , а кінцем – точка z . Кут між цим 

вектором та віссю ОХ змінюється в межах від 







4


 до 

6


. З цього 

випливає, що нерівність 
6

)21arg(
4


 iz  визначає частину 

площини між прямими, що виходять з точки )21( i  і утворюють з 

віссю ОХ  кути 







4


 та ,

6


 включаючи  верхню пряму. 

Нерівність 22  iz  задовольняє множина точок площини, що 

знаходиться всередині кола з центром в точці іz 2  і радіусом 2R та 

його межі. Системі нерівностей задовольняє множина точок 
заштрихованої частини площини . 

Зробимо рисунок. 
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Розв’язком є заштрихована частина площини  

1.3 Функції комплексної змінної 

Множина D  точок комплексної площини називається областю, 
якщо вона задовольняє умовам: 

а) разом із кожною точкою з D  цій множині належить і достатньо 
малий круг із центром у вказаній точці (властивість відкритості); 

б) будь які дві точки множини D  можна сполучити ламаною, що 
повністю складається із точок множини D  (властивість зв’язності). 

Точки, які задовольняють умову а) означення області, 
називаються точками області (внутрішніми точками області). 

Зовнішня точка області D – точка комплексної площини, яка не 
належить множині D  разом із деяким кругом, що містить у собі цю 
точку. 

Межова точка області D – точка, що не належить цій області, 
але будь-який достатньо малий окіл указаної точки містить точки 
області D .  

Межа області – сукупність усіх межових точок області D . 
Замкнена область – множина  точок, що складається з області D  

та її межі. 
Область D  називається однозв’язною, якщо будь-яка проста 

замкнена крива, що цілком належить D , може бути стягнена в точку 
за допомогою неперервної деформації без виведення з області D (в 
іншому випадку – область многозв’язна). З цього визначення 
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випливає, що межа многозв’язної області не може складатися з однієї 
замкненої кривої. 

Наприклад,  

 

 
 

 
 

а)однозвязна область б) двозвязна область в)тризвязна область 

 
Нехай D  – однозв’язна область і L  – її межа. Виберемо на L  

деяку точку і, починаючи з цієї точки, будемо обходити межу L . 
Додатним напрямом обходу межі області вважається такий, при 
якому область залишається весь час зліва. 

Нехай дано дві площини комплексних чисел iyxz   і 

ivuw  . 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
 

 
 

Якщо кожному числу Dz за деяким законом поставлено у 
відповідність певне комплексне число Gw , то кажуть, що на 

L 
L1 L2 

L1 

 

L2  

x 

y 

 

0 

D 

z 

(z) 

u 

v 

 

0 

G 

w 
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множині D  задано однозначну функцію комплексної змінної, яка 
відображає множину D  у множину G : )(zfw  . 

Множина D  називається множиною визначення функції ).(zf  

Якщо кожна точка множини G  є значенням функції, то G  – множина 
значень цієї функції, або образ множини D , заданий за допомогою 
функції )(zf . Якщо кожному Dz  відповідає кілька різних значень 

w , то функція )(zfw   називається багатозначною. 

Функцію )(zf можна записати у вигляді: 

)(zf   ),,(, yxivyxu    Dyx , , де    zfyxu Re,  , 

   zfyx Im,   – функції дійсних змінних x  і y . 

Основні елементарні функції комплексної змінної 

1) Дробово-раціональна: Nmn
bzbzbzb

azazaza
w

m
m

m
m

n
n

n
n 










 ,,

01
1

1

01
1

1

…

…
. 

Її окремими випадками є: 
лінійна функція: bzaw  , ( ba,  – комплексні числа); 

степенева функція: Nnzw n  , ; 

дробово-лінійна : dcba
dzc

bza
w ,,,(,




 – комплексні числа); 

2) Показникова функція: )sin(cos yiyeeew xiyxz   . 

yeee zxz  arg, . 

Властивості: 2121 zzzz
eee  ; 21

2

1
zz

z

z

ee
e

e
 . 

Показникова функція є періодичною з уявним періодом 2i:  

  zzizz eieee    2sin2cos2 . 

3) Логарифмічна функція: zLnw   визначається як функція, обернена 

до показникової. Функція є багатозначною: 
,2ln kizzLnw  ,...2,1,0 k ,  

де zln – головне значення zLn : zizz arglnln  .  

Властивості: 
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  21
2

1
2121 , zLnzLn

z

z
LnzLnzLnzzLn  , zLnnzLn n  . 

4) Загальна степенева функція: ,zLnaa
ezw  де   ia   – будь-

яке комплексне число. Функція є багатозначною. Головне значення:  
zaa ez ln  

5) Загальна показникова функція: 0,  aeaw aLnzz  – будь-яке 

комплексне число. Функція є багатозначною. Головне значення  
azz ea ln . 

6) Тригонометричні функції: 

i

ee
z

iziz

2
sin


 , 

2
cos

iziz ee
z


 ,  

z

z
tgz

cos

sin
 ,  

z

z
ctgz

sin

cos
 . 

Функції zsin , zcos  періодичні з дійсним періодом 2 , а функції 

ztg , zctg  – з дійсним періодом  . При довільних значеннях 

комплексних аргументів 1z  і 2z  справедливі формули 

  212121 sincoscossinsin zzzzzz   

  212121 sinsincoscoscos zzzzzz  ∓  

При довільному комплексному z  виконується тотожність 

1cossin 22  zz . Модулі функцій zsin , zcos  можуть бути більше 1. 

7) Гіперболічні функції:  

2

zz ee
zsh


 ;   

2

zz ee
zch


    

zch

zsh
zth  ;   

zsh

zch
zcth  . 

Функції zsh , zch  періодичні з уявним періодом i2  а функції zth , 

zcth  – з уявним періодом i . 

При довільному комплексному z  виконується тотожність 

122  zshzch . 

Співвідношення між тригонометричними та гіперболічними 
функціями: 

izshiz sin  izizsh sin  або zshizi sin  

izchz cos  izzch cos  
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izthiztg   iztgizth   

izcthizctg   .izctgizcth   

8) Обернені тригонометричні функції:  






  21sin zziLnizArc ; )1(cos 2  zzLnizArc ; 

iz

iz
Ln

i
zArctg





1

1

2
; 

iz

iz
Ln

i
Arcctgz





2

. 

Всі функції є багатозначними. 

Задача 6. Обчислити: а) isin ; б)  ich 52  ; в)  iLn 1 ; 

г)   ii 31 . 

Розв’язування. 

а) За означенням .
2

sin
i

ee
z

iziz 
  Маємо  

11
1

2

1

22
sin

1111

shish
i

ee

ii

ee

i

ee
i

iiii













. Можна 

користуватись наведеними вище співвідношеннями:  izshiz sin . В 

нашому випадку іz  . Тоді     11sin shishііishiі  . 

б) За означенням .
2

zz ee
zch


 Тоді  

         


 


5sin5cos5sin5cos
2

1

2
52 22

5252

ieie
ee

ich
ii

25sin25cos
2

5sin
2

5cos
2222

shich
ee

i
ee










. 

Або         iiiiiich 5sin5sin2cos5cos25cos52cos52  

  25sin25cos22sin;22cos: shihcshiichiмаємоформуламиза 
 

в) За означенням  kzizzLn 2argln  , ,...2,1,0 k  

Маємо iz  1 . Знайдемо     2111 22  iz . 
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x

y
arctgzyx  arg0,0   





4

3

4
1

1

1
arg 




 arctgarctgz . 

2ln
2

1
2lnln z  

  ...2,1,0,2
4

3
2ln

2

1
2

4

3
2ln

2

1
1 







 






  kkikiiLn 

Головне значення   ii 
4

3
2ln

2

1
1ln  . 

г) За означенням zaLna ez  . Маємо .,31 iaz  Тоді 

  2313131
22  iz , 

x

y
arctgzyx  arg0,0

  .
3

3
1

3
31arg





 arctgarctgi

  






  


kiiLn 2
3

2ln31 , ,...2,1,0 k  

Підставляємо знайдене значення в формулу. 

    

































kikii
iiLni eee

2
3

2ln2
3

2ln
3131  

 2lnsin2lncos
2

3 ie
k


 



, ,...2,1,0 k  

Головне значення    2lnsin2lncos31 3 iei i 


. 

1.4 Диференціювання функцій комплексної змінної. 
Аналітичні функції.  

Нехай функція )(zfw   визначена в деякому околі точки 

iyxz 000  , крім можливо, самої точки 0z . Якщо існують границі 
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   
  0

,,
,lim

00

uyxu
yxyx




 і 
   

  0
,,

,lim
00

vyxv
yxyx




, то функція 

)(zf   ),(, yxivyxu   має границю при 0zz , яка 

дорівнює   000
0

lim wviuzf
zz




. Дане визначення зводиться до 

звичайного визначення границі функції дійсних аргументів, тому 
основні властивості граничного переходу для функцій дійсних 
змінних справедливі і для функцій комплексної змінної. Функція )(zf  

називається неперервною у точці 0z , якщо вона визначена у деякому 

околі 0z  (включаючи саму точку 0z ) і    0
0

lim zfzf
zz




. Очевидно, 

що для неперервності функції )(zf   ),(, yxivyxu   у точці 0z  

необхідно і достатньо, щоб функції  yxu ,  і ),( yxv  були 

неперервними у точці  00 , yx . Сума, різниця, добуток і частка 

неперервних у точці 0z  комплексних функцій )(zf  і )(zg  є 

неперервними функціями в цій точці. (У випадку частки припускаємо, 
що 0)( zg ). Функція називається неперервною в області D, якщо 

вона є неперервною в кожній точці цієї області.  
Основні поняття і формули аналізу функцій дійсної змінної 

переносяться на випадок функції комплексної змінної. 
Нехай функція )(zfw  визначена в деякій області D  і точки 

z , zz    D . 

Похідною функції )(zfw   комплексної змінної  називається 

границя 
   

dz

dw

dz

df
zf

z

zfzzf

z

w

zz











)(
limlim

00
, при умові, 

що 0 z  довільним чином. 

Функція )(zfw   називається диференційованою в точці, якщо 

існує похідна в цій точці. 
Функція )(zfw   називається аналітичною в даній точці z, якщо 

вона диференційована як в самій точці z , так і в деякому її околі. 
Функція )(zfw  , що однозначна та диференційована в кожній 

точці області D , називається аналітичною в області D .  
Точки області, де функція аналітична, називаються правильними, 

а точки де вона не аналітична – особливими. 



21

Умови диференційованості функції )(zf  у термінах дійсних 

функцій  yxu , і  yxv ,  виражає наступна теорема: 

Нехай функція    yxivyxuzf ,,)(   визначена в деякому околі 

точки z , до того ж у цій точці функції  yxu ,  і  yxv ,  

диференційовані. Тоді для диференційованості функції комплексної 
змінної )(zf  у точці z  необхідно і достатньо, щоб у цій точці мали 

місце рівності: 
























)2(

)1(

x

v

y

u

y

v

x

u

 . 

Рівності (1), (2) називаються умовами Коші-Рімана. 
Для того, щоб функція )(zf  була аналітичною в області D , 

необхідно і достатньо існування в цій області неперервних частинних 
похідних від функцій  yxu ,  та  yxv , , які задовольняють умови 

Коші-Рімана. При виконанні умов Коші-Рімана, похідну )(zf  можна 

представити в таких рівнозначних формах: 

x

v
i

y

v

y

u
i

x

u

y

u
i

y

v

x

v
i

x

u
zf
































 )(  

Правила диференціювання функцій комплексної змінної і похідні 
від елементарних функцій комплексної змінної аналогічні, що й для 
функцій дійсного аргументу.  

Дійсна і уявна частини аналітичної в області D  функції 
   yxivyxuzf ,,)(   є гармонічними функціями в цій області, тобто 

кожна з них задовольняє рівнянням Лапласа, які отримаємо з умов 

Коші-Рімана, вилучивши  yxv , :   0
2

2

2

2









u
y

u

x

u
 і, аналогічно, 

вилучивши  yxu , :   0
2

2

2

2










v

y

v

x

v
. 
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Внаслідок лінійності оператора Лапласа (
2

2

2

2

yx 







 ) маємо 

0 viuw . Дві гармонічні функції  yxu ,  і  yxv , , що 

задовольняють умовам Коші-Рімана, називаються спряженими. 
Умови Коші-Рімана дають змогу відновити аналітичну функцію, 

знаючи її дійсну або уявну частину. 

Задача 7. Зясувати, які з наведених функцій є аналітичними і в 

якій області: а) ;z
ew   б) zzw Re . 

Розв’язування. 

а) Для функції zew   виділимо дійсну і уявну частини. Запишемо 

  yieyeyiyeee xxxiyxz sincossincos   . Тоді дійсна частина 

функції є   yeyxu x cos,  , а уявна –   yeyxv x sin,  . Ці функції 

диференційовані в будь-якій точці  yx; . Знайдемо частинні похідні 

цих функцій і перевіримо задовольняють вони чи ні умовам Коші – 
Рімана. 

;cos ye
x

u x



 ,cos
y

v

x

u
ye

y

v x












 

;sin ye
y

u x



 .sin
y

v

x

u
ye

x

v x












 

Умови Коші - Рімана для функції zew   виконуються в усіх 
точках комплексної площини. Функція є диференційованою в усіх 
точках комплексної площини, з чого випливає її аналітичність на всій 
комплексній площині. 

б) Для функції zzw Re виділимо дійсну і уявну частини. 

Запишемо       ixyxxiyxiyxiyxzz  2ReRe . Тоді дійсна 

частина функції   2,Re xyxuw  , а уявна –   xyyxvw  ,Im . Ці 

функції диференційовані в будь-якій точці  yx, . Знайдемо частинні 

похідні цих функцій: 

x
x

u
2




, x
y

v





, 0



y

u
, y

x

v





. 
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Звідси маємо, що умови Коші – Рімана виконуються для цієї 
функції тільки при 0х  і 0y . таким чином функція zzw Re  

диференційована тільки в єдиній точці 0z  і не аналітичною (так як 

не диференційована в околі точки 0z ). 

Задача 8.  Поновити аналітичну функцію      yxivyxuzf ,,   

по відомій дійсній або уявній частині: а)   yxxyxv 45,   

б)   yxyeyxu x 23sin2,  при умові, що   .00 f  

Розв’язування. 
а) Маємо   yxxyxv 45,  . Шукана функція )(zf  є аналітичною 

за умовою задачі і тому задовольняє умовам Коші – Рімана: 
























)2(

)1(

x

v

y

u

y

v

x

u

 

Знаходимо x
y

v

x

u
4








, y
x

v

y

u
45








.  Інтегруємо 

перше співвідношення по х  і знаходимо функцію 

       yxyxdxyxu  224, . 

Щоб знайти функцію  y , диференціюємо отриману функцію по 

y і підставляємо в друге співвідношення:   yy
y

u
45




 . 

Тоді     CyyCdyyy   22545 . Дійсна частина 

шуканої функції   .252, 22 Cyyxyxu   

Знаходимо функцію  

      yxivyxuzf ,,   xyxiCyyx 45252 22

  CzizCxyiyxiyxi  222 25)2(25 . 

б) Маємо   yxyeyxu x 23sin2,  ,   00 f . Шукана функція 

 zf  є аналітичною за умовою задачі і тому задовольняє умовам Коші 

– Рімана: 
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






















)2(

)1(

x

v

y

u

y

v

x

u

 

Знаходимо 3sin2 







ye
x

u

y

v x ,  2cos2 







 ye
y

u

x

v x . 

Інтегруємо перше співвідношення по y і знаходимо функцію 

       xyyexdyyeyxv xx    3cos23sin2, . 

Щоб знайти функцію  х , диференціюємо отриману функцію по 

х  і підставляємо в друге співвідношення: 

   2cos2cos2 



 yexye
x

v xx  . 

Тоді   2cos2cos2  yexye xx  . 

      CxCdxxx 222  . 

Уявна частина шуканої функції  

  Cxyyeyxv x  23cos2,  

Знаходимо функцію 

      yxivyxuzf ,,  yxye x 23sin2

  Cxyyei x 23cos2     iyxyiyei x 3sincos2

   iCiyxi2  iCizzeie iyx 232 iCizzie z  232 . 

Комплексну сталу С знайдемо з умови   00 f : 

2020320 0  CiCiie . 

Тоді     iizieiziziezf zz 22322232  . 

Зауваження. При знаходженні  zf  слід пам’ятати, що iyxz  , 

ixyyxz 2222  , ixyyxz 2222
 , 22333 33 yxiyxiyxz  , 

22333
33 yxiyxiyxz  . 
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1.5 Інтегрування функції комплексної змінної 

Нехай функція      yxivyxuzf ,,   визначена і неперервна в 

області D , а С – кусково-гладка замкнена або незамкнена крива, що 
належить D . Обчислення інтеграла від  zf  зводиться до 

обчислення двох криволінійних інтегралів другого роду : 

     
CC

idydxivudzzf   
C C

udyvdxivdyudx . 

Інтеграли від функції комплексної змінної мають властивості 
криволінійних інтегралів другого роду для функцій дійсного 
аргументу. 

Якщо шлях інтегрування є променем, який виходить із точки 0z  , 

або є колом з центром у точці  0z  , то зручно робити заміну змінної 

виду: irezz  0 . В першому випадку  constt   ( кут нахилу до осі 

Ox  ), r  – дійсна змінна інтегрування; в другому випадку constr   

(радіус кола), t  – дійсна змінна інтегрування. 
Якщо крива С  задана параметричним рівнянням 

     tyitxtz  , де  
 
  10, ttt
tyy

txx









 і значення параметра 

0tt   і 1tt   відповідають початковій та кінцевій точкам кривої С , 

то: 

        
C

t

t

dttztzfdzzf
1

0

. 

Якщо  zf  – аналітична функція в однозв’язній області D , що 

містить точки 0z  і 1z , то має місце формула Ньютона-Лейбніца: 

     ,01

1

0

zFzFdzzf
z

z

  де  zF  - первісна функція для  zf . 

Обчислення інтегралів від аналітичних функцій проводять із 
використанням таблиці основних інтегралів та методів інтегрування 
функцій дійсного аргументу. 
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У випадку, коли  zf  – аналітична функція в однозв’язній області 

D , обмеженій контуром L , і С – замкнений контур, що цілком 

лежить в області D , то   
C

dzzf 0  (Теорема Коші).  

Інтегральна теорема Коші справджується і у випадку замкненого 
контуру, який є границею області аналітичності. 

Нехай  zf  – аналітична функція в замкненій однозв`язній 

області D , обмеженій кусково-гладким замкненим контуром С  і на 
самому контурі, то значення функції  zf  в будь-якій точці Dz 0  

можна обчислити за інтегральною формулою Коші: 

   
 


C

dz
zz

zf

i
zf

0
0

2

1


 

(при обході контуру С область D залишається зліва). 
Формула Коші зв’язує значення аналітичної функції  zf  у довільній 

точці області зі значенням цієї функції на межі області. 
Для функцій комплексної змінної справедлива теорема: 
Нехай функція  zf  аналітична в області D  і неперервна в 

замкненій області D . Тоді в кожній внутрішній точці Dz 0  функція 

 zf  має похідні всіх порядків, причому похідну n  - го порядку 

обчислюють за формулою: 

     
  


C

n

n

zz

dzzf

i

n
zf

1
0

0
2

!


. 

При застосуванні інтегральної формули Коші може бути 
корисною теорема: 

Нехай область D  – багатозв’язна, обмежена додатно орієнтовним 
контуром С , та декількома внутрішніми додатно орієнтовними 

контурами  niCi ,1 . Область D  – внутрішня частина області D . 

Якщо функція  zf  – аналітична в D , то      



C

n

i Ci

dzzfdzzf
1

. 
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Задача 9. Обчислити інтеграли: 

а)  





i

i

dzzz

2
2 23  

б)   
L

dzzz ,Im2 2  де L  – парабола 22xy   від точки  ,01 z до 

iz 212   

в)   
L

dzzzi ,232  де L  – дуга кола 2z  і  zarg0  

г) ,
4 

L
z

dz
 де L – еліпс: 









ty

tx

sin2

cos3
; 

д) 
 




232
3

z

z

dz
zz

e
 

е) 
 

43
2

;
6

2

z

z

zz

dze
     ж) 

 
 2

31z

dz
z

chz
 

 
Розв’язування. 

а)  





i

i

dzzz

2
2 23 . Підінтегральна функція zzzf 23)( 2   є 

аналітичною. Інтеграл від неї не залежить від лінії, яка сполучає точки 
і1z 0  та  і 2z1 . 

Справедлива формула Ньютона-Лейбніца. Для знаходження 
первісної застосовуємо табличні інтеграли. 










 2323

22
232 )()()2()2()()23( iiiizzdzzz

i

i

і

i

 

326128 iii  + iiiiiiiiii 14626161226161244 32232  . 
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б)   
L

dzzz 2Im2 . Підінтегральна функція 2Im2)( zzzf    не є 

аналітичною. Вилучимо дійсну та уявну частини функції  zf : 

   )2Im(2Im2 222 xyiyxiyxzz xyyix 222  . 

Маємо yyxvyxxyu 2),(),1(2)(  . 

За формулою     
C CC

udyvdxivdyudxdzzf  матимемо 

 
LL

ydydxyxdzzzI 2)1(2)Im2( 2  
L

dyyxydxi )1(22  

Інтегруємо вздовж параболи 22xy   від 01 z  до iz 212  . Маємо  

10  x  і 20  y . З рівняння параболи знаходимо .
2

y
x   Інтеграл 

матиме вигляд: 

     dyy
y

idxxiydydxxxI )1(
2

2222)21(2
1

0

2

0

1

0

2

0

22  











    dy

y
y

y
idxxiydydxxx

2

0

1

0

2

0

2
1

0

3

22
242)42(  




















2

0

2

5

2

3
1

0

32

0

21

0

42

5

2

2

1

3

2

2

1
2

3
4)(

yy
i

x
iyxx  















 2

5

2

3

2
25

4
2

23

4

3

4
42 ii ii

15

68
6

5

16

3

8

3

4
6 







   

в)   
L

dzzzi 232 . Для точок півкола 2z  і  zarg0  маємо 

iez 2 . Тоді     0,2 deidzdz i . Підінтегральна функція 

має вигляд 

   ii eeizzizf 22232232)(  ii eei  462 . 
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Тоді   


 
0

2)462()462( dieeeidzzzi iii

L

 

 


 
0

2 )8124( diiee ii 


 
0

2 )8
2

124
( ie

i

i
e

i

ii  

 64864 2 iieie ii   )2sin2(cos6)sin(cos4  iii  

648  ii = iiiiii )1(88864864   . 

г)  
L

z

dz

4
. Підінтегральна функція 

4

1
)(




z
zf  є аналітичною в 

області, обмеженою еліпсом








ty

tx

sin2

cos3
. Особлива точка 4z  не 

належить внутрішній частині еліпса: 

 

За теоремою Коші  0
4



L

z

dz
. 

д) 
 




232
3

z

z

dz
zz

e
. Підінтегральна функція 

)3( zz

e z

 не 

визначена в точках 01 z  і 32 z . Область інтегрування обмежена 

колом радіуса 
2

3
 з центром в точці 20 z . Області інтегрування 

належить точка 32 z .  
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Функція 
z

e
zf

z

)(  є аналітичною в крузі 
2

3
2 z . За 

інтегральною формулою Коші матимемо 





 



dz
z

z

e

zz

dze

z

z

z

z

2

3
2

2

3
2

3)3(
ie

e
i

z

e
i

z

z
3

3

3
3

2

3
22  



. 

е) Підінтегральна функція 
zz

e
zf

z

6
)(

2

2


  не визначена у точках 

01 z  і 62 z , які належать області інтегрування, що обмежена колом 

43 z . Можна розкласти підінтегральну функцію на суму простих 

дробів із знаменниками z  i 6z , або розглянути область 

інтегрування, як тризвязну. Обмежимо точки 1z і 2z  колами 1  і 2  

відповідно. Тоді заданий інтеграл є сумою інтегралів по області 1  і 

області 2 . 
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В області інтегрування 1  функція 
6

2

z

e z

 є аналітичною, а в 

області 2  аналітичною є функція 
z

e z

. Враховуючи це, матимемо:  





 



dz
z

z

e

dz
z

z

e

dz
zz

e

zz

z

z

2

2

1

2

2

6
6

6
43

2





 60

22

2
6

2

z

z

z

z

z

e
i

z

e
i 

 36

6

2

6

2
e

ii 
)1(

333
3636  e

ii
e

i 
. 

ж) 
 

 2
31z

dz
z

chz
. Підінтегральна функція 

3)1( z

zch
 є 

аналітичною в області 2z  всюди, крім точки 10 z . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Виділимо під знаком інтеграла функцію  zf , яка є аналітичною в 

крузі 2z :  zf .zch  Застосуємо інтегральну формулу Коші для 

похідної 2-го порядку: 


















 





zchzf

n
dz

z

zch
dz

z

zch

zz
)(

2

)1()1(
2

12
2

3


 1

")(
!2

2
z

zch
i

 

 

  zchzshzchzshzch '"' )()(;)( .1)1(
1

chichizchi
z

 


 

 

    х 

y 

-1 0 2 -2 

 



32

1.6 Степеневі ряди функції комплексної змінної. Ряд Лорана. 

Ряд виду  

       





0

0
2

020100 ......
n

n

n

n

n zzczzczzсczzc , 

де z  – комплексна змінна; nccc ,...,, 10  – сталі комплексні числа 

(коефіцієнти ряду); 0z  – комплексне число (центр ряду), називається 

степеневим. Ті значення z , при яких ряд збігається, називають 
точками збіжності. Множина точок збіжності утворює область 

збіжності степеневого ряду. 
Область  00  RRzz , у кожній точці якої степеневий ряд 

збігається, а зовні її – розбігається, називають його кругом збіжності 

з центром у точці 0z , а число R  – радіусом збіжності цього ряду. На 

межі круга ряд може як збігатися, так і розбігатися. Радіус збіжності 
степеневого ряду знаходять за формулами: 

1

lim





n

n

n c

c
R   або  

n
n

n c
R

1
lim


 , 

якщо границі існують. Коли 0R  ряд збігається в єдиній точці 

0zz  , а для R  –  ряд збігається в усій комплексній площині. 

Степеневий ряд всередині круга збіжності збігається до 
аналітичної функції, яка є сумою ряду. Степеневий ряд всередині 
круга збіжності можна почлено інтегрувати і диференціювати 
довільне число раз, причому радіус збіжності одержаних рядів 
дорівнює радіусові збіжності початкового ряду. 

Якщо функція  zf  аналітична в середині круга Rzz  0 , то 

вона може бути розвинена в цьому крузі в збіжний степеневий ряд:  







0

0 ,)()(
n

n
n zzczf  

причому коефіцієнти цього ряду визначаються однозначно за 
формулами: 

 ⋯,3,2,1,0,
!

)(

)(

)(

2

1 0
)(

1
0




  
n

n

zf

zz

dzzf

i
c

n

C

nn 
, 
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де С  – довільний замкнений контур всередині круга аналітичності, 

що містить точку 0z . Степеневий ряд називається рядом Тейлора 

функції  zf . 

Будь-яку аналітичну в кільці Rzzr  0   Rr0  

функцію  zf  можна єдиним чином розвинути у цьому кільці в ряд 

 





n

n

n zzc 0 , коефіцієнти якого визначаються за формулами 

 
 

 …,2,1,0,
2

1
1

0




  
n

zz

dzzf

i
c

C

nn 
, де С  – довільне коло з 

центром у точці 0z  , яке лежить всередині заданого кільця. Цей ряд 

називають Лорановим рядом функції  zf  з центром у точці 0z . Ряд 

Лорана для функції  zf  складається з двох частин: 

     
 












 


1 00
00

n
n

n

n

n

n

n

n

n
zz

c
zzczzczf . 

При цьому ряд    





0

01
n

n

n zzczf  збігається в крузі 

Rzz  0  і називається правильною частиною ряду Лорана, а ряд 

 
 










1 0

2
n

n

n

zz

c
zf  збігається при rzz  0  і називається головною 

частиною ряду Лорана. 

Вередині кільця Rzzr  0 ряд  





n

n

n zzc 0  збігається до 

аналітичної функції      zfzfzf 21  . 

Рядом Лорана для функції  zf  в околі точки z  буде ряд 

  n

n

n zczf 




 , який збігається в кільці  zr . У цьому 
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випадку головною частиною ряду Лорана є ряд n

n

n zc


1

, а 

правильною – ряд n

n

n zc


0

. 

Задача 10. Знайти радіус збіжності степеневого ряду .
0

)2(






n

nni
ze  

Розв’язування.  
Радіус збіжності знаходимо за формулою  

,
lim

1

n
n

n
c

R



 де  ni
n ec )2(  ,       




n ni

n
e

R
)2(lim

1
 

= .
11

)1sin()1cos(

1

)1sin1(cos

11
24222222 eeeeiee

i









 

 Задача 11. Розвинути функції у ряд Тейлора по степенях z , 
використовуючи відомі формули:  

а)    zzf  4ln ; б)  
2

2 z
chzf    

Розв`язування. 
а) Застосуємо розвинення в ряд функції  z1ln  (Таблиця 3.1): 

    ,1...
32

1ln

1

1

32

n

zzz
zz

nn

n




   де 1z . 

Перетворимо задану функцію наступним чином:  

  ...
43

1

42

1

4
4ln

4
1ln4ln

4
14ln4ln

32






















 






 
zzzzz

z

Маємо:    









1

1

4
14ln

n
n

n
n

n

z
zf , де 41

4
 z

z
. 

б) Переходимо від гіперболічної функції до тригонометричної 

функції: 
2

cos1

2
cos

2
22 izizz

ch


 . Застосуємо розвинення в ряд 
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zcos  (Таблиця 3.1):  
 !2

1...
!4!2

1cos
2

0

42

n

zzz
z

n

n

n




 . Тоді 

матимемо: 

         
   









 











1

22

1

1
42

!22

1
1

!2
1

2

1
1...

!4!2
11

2

1

n

nn

n

n

n

z

n

iziziz
zf  

Задача 12.  Розкласти в ряд Лорана функцію   
2

3
2 


zz

z
zf  

по степенях z. 
Розв’язування. 
Задана функція є аналітичною в усіх точках, крім 2z та  1z , 

в яких знаменник обертається в нуль. Розглянемо розвинення функції 
в ряд Лорана: а) крузі  1z , б) кільці 21  z ,  в)  z2 . 

Розкладемо функцію  zf  на суму простих дробів, а саме 

 
   1

1

2

2

12

3

2

3
2 











zzzz

z

zz

z
zf . 

а) Oтримаємо розвинення  zf  в крузі  1z . 

Застосуємо формулу  1,
1

1

0


 





zz
z n

n . Зробимо перетворення для 

дробів: 

21
2

,)
2

(

2
1

1

2
12

2

2

2

0














 


 




z
zz

zzz

n

n

, 

 
  .1,

1

1

1

1

0












zz
zz

n

n

  

Тоді       1,1
22 0 000















  














 n n

nn
nn

n

n

n

zz
z

z
z

zf . 

б) Отримаємо розвинення  zf  в кільці 21  z . 
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Ряд 













0 2n

n
z

для функції 
2

2

z
 є збіжним у цьому кільці, так як 2z , 

а ряд  
n

n

z





0

для функції 
1

1

z
 є розбіжним для  1z , тому 

зробимо перетворення для функції 













 



z

z

z
z

z 1
1

11

1
1

1

1

1
n

n zz

z

z

























0

11

1
1

11
=  

1
0

1
1






 

n

n

n z
 

11
1

 z
z

. 

Тоді     
1

00

1
1

2 








 








n

n

n

n

n z

z
zf   в кільці  21  z . 

в) Oтримаємо розвинення  zf  для   2z . 

Для функції  
2

2

z
  ряд  

n

n

z













0 2
є розбіжним  для 2z . Зробимо 

перетворення функції 

















 0

22

2
1

21

2

2

n

n

zz

z

zz
, 21

2
 z

z
. 

Для функції 
1

1

z
 ряд  







0

1

1
1

n
n

n

z
 є збіжним для 1z . Тому він є 

збіжним і для 2z . Тоді задана функція  zf  для 2z  має 

розвинення 

        




































0 0 0 0

1

1

1

1
1

21
1

22

n n n n
n

n

n

n

n

n

zzzzz
zf . 
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1.7 Класифікація нулів та ізольованих особливих точок 
функції комплексної змінної 

Якщо функція  zf  аналітична в області D  і   Dzzf  00 ,0 , то 

точка 0z  називається нулем функції  zf . Розвинення функції  zf  в 

степеневий ряд в околі нуля функції – точки 0z  має вигляд: 

        ...... 0

2

0201  n

n zzczzczzczf   , 00 с . 

У випадку коли ,0,0... 121   mm cccc  тобто розвинення в 

ряд має вид:       ,0...,1

010  
 m

m

m

m

m czzczzczf  то точка 

0z  називається нулем m -го порядку для функції  zf . Якщо 1m , то 

нуль називається простим, якщо ж 1m  – кратним. Також 

справедливо, що точка 0z  є нулем функції  zf  порядку m , якщо 

виконуються умови:   00 zf ,   00  zf ,… ,     00
1  zf m , 

    00 zf m . Для того, щоб точка 0z  була нулем m -го порядку 

аналітичності в точці 0z  функції  zf , необхідно і достатньо, щоб у 

деякому околі цієї точки виконувалась рівність      zzzzf
m  0 ,  

де  z  аналітична в точці 0z  і   00 z . 

Точки, в яких порушуються умови аналітичності, називаються 
особливими. Точку 0z  називають ізольованою особливою точкою 

функції  zf , якщо існує проколений окіл точки 0z  – кільце 

Rzz  00  у якому функція  zf  однозначна й аналітична. У 

самій точці 0z  функція не означена, або не є однозначною і 

аналітичною.  
Існують три типи ізольованих особливих точок: усувна особлива 

точка, полюс та істотно особлива точка. Кваліфікуються вони або 

за виглядом ряду Лорана:  





n

n

n zzc 0 , або за поведінкою функції 

в околі особливої точки 0z .  
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1) Точка 0z  – усувна особлива точка, якщо існує скінчена 

границя   ,lim
0

Czf
zz




 constC   або, коли Лоранове розвинення 

функції  zf  у проколеному околі цієї точки не містить головної 

частини:      





0

01
n

n

n zzczfzf ,   ,10 nc n . 

2) Точка 0z  – полюс, якщо   


zf
zz 0

lim  або, коли Лоранове 

розвинення функції  zf  у проколеному околі цієї точки містить 

скінчену кількість членів головної частини. Точка 0z  – полюс m -го 

порядку, якщо    
 

  0, 0

0




 z
zz

z
zf

m



 або, коли Лоранове 

розвинення функції  zf  у проколеному околі цієї точки містить m  

членів головної частини:    
 








m

n
n

n

zz

c
zfzf

1 0

1 , 0mc , 

  ,10 mnc n .  

.  
Якщо 1m , то маємо полюс першого порядку, або простий 

полюс.  
Зв`язок між нулем і полюсом: якщо точка 0z  – полюс m -го 

порядку функції  zf , то для функції 
 zf

1
 ця точка є нулем m -го 

порядку. 

3) Точка 0z  – істотно особлива точка, якщо  zf
zz 0

lim


 не існує 

(і не дорівнює нескінченності) або, коли Лоранове розвинення функції 
 zf  у проколеному околі цієї точки містить нескінчену кількість 

членів головної частини:    
 










1 0

1
n

n

n

zz

c
zfzf . 
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Задача 13. Зясувати характер особливих точок: 

а)  
 3

1

1

1








z

e
zf

z

, б)  
z

z
zf

sin
 , в)  

2

1
cos




z
zf . 

Розв’язування. 

а)  
 3

1

1

1








z

e
zf

z

. Задана функція має особливу точку 1z . 

Запишемо розвинення функції  zf  в ряд Лорана в околі цієї точки. 

Для цього застосуємо розвинення в ряд функції ze : 

...,
4!3!2

1
432


zzz

ze z  в якому замінюємо z  на 1z . 

Матимемо ...
4

)1(

!3

)1(

!2

)1(
)1(1

432
1 








 zzz

ze z  

Тоді 



















 1...

4

)1(

!3

)1(

!2

)1(
)1(1

)1(

1
)(

432

3

zzz
z

z
zf  

   
...

!4

1

!3

1

1!2

1

1

1
2











z

zz
 

Розвинення в ряд Лорана має скінчену кількість членів головної 
частини. З цього випливає, що точка 1z  є полюсом. Головна частина 
має два члени, що відповідає полюсу другого порядку. 

б)  
z

z
zf

sin
 . Задана функція має особливу точку 0z . 

Знайдемо границю функції в цій точці:    1
sin

limlim
00


 z

z
zf

zz

. 

Границя дорівнює const, тому точка 0z  є усувною особливою 
точкою. 

в)  
2

1
cos




z
zf . 

Задана функція має особливу точку 2z . Запишемо розвинення 
функції в ряд Лорана в околі цієї точки. Для цього в розвиненні в ряд 

функції zcos  (Таблиця 3.1): ...
!4!2

1cos
42


zz

z замінимо z  на 
2

1

z
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   
...

!42

1

!22

1
1

2

1
cos

42








 zzz
 

Головна частина ряду Лорана має нескінчену кількість членів, тому 
точка 2z  є істотно особливою точкою. 

1.8 Лишки та їх застосування 

Лишком аналітичної функції  zf  в ізольованій особливій точці 

0z  називається число, що позначається символом  0zfres  або 

  0, zzfres  і визначається рівністю:    
C

dzzf
i

zfres
2

1
0 , де С  – 

деякий замкнений контур, що містить всередині тільки одну особливу 
точку 0z  і лежить в області аналітичної функції  zf .  

Лишок функції дорівнює коефіцієнту 1c  при   1
0

 zz  в 

розвиненні функції  zf  в околі точки 0z  в ряд Лорана: 

  10  czfres .  

Лишок в усувній особливій точці дорівнює нулеві:   00 zfres .  

Якщо точка 0z  – полюс першого порядку функції  zf , то лишок 

обчислюється за формулою: 
      0

0
0 lim zzzfzfres

zz



. 

Якщо точка 0z  – полюс m - го порядку функції  zf , то 

 
 

    m

m

m

zz
zzzf

dz

d

m
zfres 01

1

0
0

lim
!1

1



 




. 

У випадку, коли функція  zf  в околі точки 0z  зображується як 

частка двох аналітичних функцій    
 z

z
zf




 ,   00 z ,   00 z , 

  ,00  z  тобто точка 0z  – простий полюс функції  zf , то 

   
 0

0
0

z

z
zfres





 . 
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Якщо точка 0z  – істотно особлива точка, то для знаходження 

лишку функції  zf , знаходять коефіцієнт 1c  з розвинення цієї 

функції в ряд Лорана в околі точки 0z . 

Якщо точка z  – особлива точка функції  zf  і ця функція 

аналітична в околі ,rz  то     
C

cdzzf
i

fres 1
2

1


.  

Нехай функція  zf  аналітична на всій комплексній площині, 

окрім точок  Nkzk ,1 , тоді 

    0
1




N

k

k reszfres . 

Звідси    ,
1




n

k

kzfresfres  де  nkzk ,1  – особливі точки функції 

 zf . 

При застосуванні лишків до обчислення контурних інтегралів 
використовують основну теорему про лишки. 

Теорема. Нехай функція  zf  є аналітичною в деякій області D , 

окрім скінченої множини особливих точок  Nkzk ,1 , а С  – 

простий замкнений контур з цієї області (додатно зорієнтований) і 
охоплює точки kz . Тоді справедлива рівність 

    



C

N

k

kzfresidzzf
1

2 . 

Якщо дробово-раціональна функція    
 xQ

xP
xf

m

n  неперервна на 

всій дійсній осі   0xQ m  і 2 nm , то 

    


 


N

k

kzfresidxxf
1

2 ,  0Im kz , 

де лишки обчислюють за особливими точками підінтегральної 
функції, які лежать у верхній півплощині.  
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Якщо функція  zf  є аналітичною в усіх точках напівплощини 

,0Im z  окрім точок  Nkzk ,1  і задовольняє умові 

  ,0,0,
1







M
z

M
zf  коли Rz   ( R - достатньо велике), тоді 

    


 


N

k

kzfresidxxf
1

2 . 

Задача 14. Знайти лишки функцій  в особливих точках:  

а)    ;922 


zz

e
zf

z

  б)  
z

zzf
2

sin2 ;  в)   .

4

sin

23

2

zz

z
zf




  

Розв’язування. 

а)    .922 


zz

e
zf

z

  Функція має три особливі точки: 01 z  – 

полюс другого порядку, iz 33,2   – полюси першого порядку. 

Знайдемо лишки в цих точках: 

      























 9
lim

9
lim0

20

2
220

1
z

e

dz

d
z

zz

e

dz

d
freszfres

z

z

z

z

 
 
































22

2

2
9

29

9 z

ezze

z

e

dz

d zzz  
  9

1

9

29
lim

22

2

0





 z

zeze zz

z
. 

       













iz

zz

e
ifreszfres

z

iz
3

9
lim3

223
2  


 izz

ez

iz 3
lim

23
 

 
.

54

1

5463
3

3

2

3
i

ii

ie
i

e

ii

e



  

       













iz

zz

e
ifreszfres

z

iz
3

9
lim3

223
3  izz

e z

iz 3
lim

23 

   
i

ii

ie
i

e

iii

e 3
3

2

3

54

1

54333







 . 
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б)   .
2

sin2

z
zzf   Особлива точка функції 0z . Розвинемо 

функцію  zf  в ряд Лорана  в околі особливої точки: 

  ⋯⋯ 











353

2

15

4

3

4
2

!5

32

!3

82

zz
z

zzz
zzf  

Розвинення має нескінчену кількість членів головної частини. Точка 
0z  є істотно особлива ізольована точка. 

Лишок функції в цій точці   
3

4
0 1  Cfres . 

в)   .

4

sin

4

sin

2

2

23

2








 






zz

z

zz

z
zf  Особливі точки функції: 

4
0 21


 ziz . Знайдемо границю функції в цих точках: 

 

4

4

1
lim

sin
lim

4

sin
limlim

02

2

02

2

00












 



z

z

z

zz

z
zf

zzzz
. 

01 z  є усувною особливою точкою.     001  freszfres . 

  








 




4

sin
limlim

2

2

44


zz

z
zf

zz

. 

4
2


z   є простий полюс або полюс першого порядку. 

  







4

2


freszfres 


























 








 


 4

4

sin
lim

2

2

4




z

zz

z

z




2

2

4

sin
lim

z

z

z


.
16

sin
16 2

2




  
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Задача 15.  Обчислити інтеграли за допомогою лишків: 

а) ,
4

1

dz
z

zctg

z





,  б)  





2

1

1

1

z

dzez
z

 ,    в)  
 

2
41

z
z

dz
. 

Розв’язування. 

а) 





1
4

z

Idz
z

zctg


.  

Область інтегрування 1z  – це коло з центром в точці O  

радіуса 1R , яке обходимо проти руху стрілки годинника. 

Знаменник функції  
  zz

z

z

ctgz
zf

sin4

cos

4  



  обертається в 

нуль в точках:  



















…,2,1,0,
40sin

04
0sin4

nnz

z

z

z
zz




 . 

Тільки дві з цих точок: 
41


z  і 0

2
z  знаходяться всередині 

кола 1z . Ці точки є полюси першого порядку. Знайдемо лишки 

функції  zf  в цих точках: 














 












444

lim
4







z
z

ctgz
fres

z

 

4

1

4

1
lim

4




ctgz
z


. 

 
  

1

4

cos
lim

sin4

cos
lim0

00

















 z

z
z

zz

z
fres

zz
. 

Маємо 






 



1

4

1
2 iI . 

б)   Idzez z

z




1

2

1

1 . 
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Область інтегрування 
2

1
z  – це коло радіуса 

2

1
R   з центром в 

точці O , яке обходимо проти руху стрілки годинника. Підінтегральна 

функція     zezzf

1

1   має особливу точку 0z , яка належить колу  

і є істотно особливою точкою. 
Знайдемо лишок функції  zf  в цій точці. Для цього розвинемо 

функцію  zf  в ряд Лорана в околі точки 0z : 

    






  …
!3

1

!2

11
111

32

1

zzz
zez z  

…… 












!3

1

!2

11
1

!3

1

!2

1
1

322
zzzzz

z  

 
2

3
1

2

1
1

!2

1
1  Cofres . Маємо iiI  3

2

3
2  . 

в) I
z

dz

z





2

41
. 

Область інтегрування 2z  – це коло радіуса 2R  з центром в 

точці O , яке обходимо проти руху стрілки годинника. Підінтегральна 

функція  
41

1

z
zf


  має чотири особливі точки, які є коренями 

рівняння 14 z  і лежать всередині кола 2z . Враховуючи, що 

    0
4

1


k

k resfzfres , матимемо      


resfizfiI
k

k  22
4

1

. 

Знайдемо лишок функції  zf  при z . Запишемо розвинення в ряд 

функції  zf  в околі нескінченно віддаленої точки: 

    ⋯












 



12844

0
4

4

44

1111
1

1
1

1

11

1

1

zzzzz

z

zz
zf

nn

n

 

Доданок з 1z  в розвиненні відсутній, тому 01 c . Маємо  

  01  Cfres . Тоді 002  iI  . 
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1.9 Індивідуальні завдання 

Завдання 1. Задані комплексні числа 1z , 2z , 3z . Знайти: 

а) 21 zz  , б) 21 zz  , в) 21 zz  , г) 
2

1

z

z
. Представити 2z  у 

тригонометричній формі, а  3z  у показниковій формі. 

Варіант 1z  2z  3z  

1. i23  i32   i33  
2. i32   i41  i33  
3. i25  4 + i  i33   
4. i35   i3  i44   
5. i31  i25  i1  
6. i34   2 + 5 i  i333   
7. 4 + 5 i  i5  i333  
8. i4  5 + 3 i  i1  
9. 5 + i  3 + 4 i  i44   
10. i 6  5 + 2 i  i 3  

Завдання 2. Записати в алгебраїчній формі комплексне число. 

1. 11

11

13

1

1












i

i
 

6 
10

15

1413

1
i

i

ii





 

2.   16

17

3

2
21

i
i

i



 

7.   4
17

37

2
1

1
i

i

i





 

3.  
1015

3 1

1

1

ii

i





 
8.  

147

3 1

112

2

ii

i





 

4.   9

16

215

4
41

23
i

i

i





 

9.   15
5

3

211

21
i

i

i





 

5.   6

52

3

2
211

21
і

іi

і





 

10. 
9

7

5

4,1
2

23
i

i

i




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Завдання 3. Обчислити (відповідь записати в алгебраїчній формі) 

1. а)  81 i  
 

б) 4 1  

2. а)  12
31 i  

 

б) 3 64i  

3. а)  24
3 i  

 

б) 3 8i  

4. а)  201 i  
 

б) 3 27і  

5. а)  18
31 i  

 

б) 4 16  

6. а)  63 i  
 

б) 4 81  

7. а)  61 i  
 

б) 
і31  

8. а)  533 i  
 

б) 3 1  

9. а)  51 i  
 

б) 
i31  

10. а)  631 i  
 

б) 3 8  

Завдання 4. Визначити та побудувати лінії, задані наступними 
рівняннями 

1.   2
32Re zz   

 

2.   zzz Im2Im 2   

3.   2
1Re zz   

 

4. 02Imzz
2   

5. zzz Re2  
 

6.    zi Im21-z1z   

7. zIm3z   
 

8. zzz ImzRe 2   

9. zz Re812   
 

10. 
1

2
Im 








z
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Завдання 5. Знайти та побудувати множину точок 
комплексної площини задану умовами: 

 
1. 











4

3
arg

4

322


z

z

 

 
2. 











4
arg

2

32


z

iz

 

 
3. 











2
arg

4

312


z

z

 

 
4. 














z

iz

arg
3

322
 

 
5. 














z

z

arg
6

312
 

 
6. 











4
arg

12

7
231


z

iz

 

 
7. 











12
arg

4

321


z

z

 

 
8. 











2
arg

12

5
231


z

iz

 

 
9. 














z

z

arg
4

3
321

 

 
10. 











2
arg

4

31


z

iz

 

Завдання 6. Обчислити задані функції, а для б) тільки головне 
значення 

1. а)  i42cos   б)   ii1  

2. а)  ich 4  б)    i 21  

3. а)  ish 25  б)  ii 1  

4. а)  i35sin   б)   ii 21  

5. а)  i53cos   б)    i211   

6. а)  ich 35  б)    ii  2  

7. а)  ish 53  б)   ii 31  

8. а)  i6sin  б)   i211   

9. а)  i61cos   б)   ii 3  
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10. а)  ich 61  б)  ii3  

Завдання 7. Зясувати які з наведених функцій є аналітичними і в 
якій області. 

1. а) zew   б)  2cos zw   

2. а)   221 ziw   б) zzw Im  

3. а) zzw   б) 2zew   
4. а) zezw   б) zzw Re  

5. а) zshw   б)  2izw   

6. а) zzw Im  б) 

i

z
w





1

3
 

7. а)  33 zw  б) 

z

z
w   

8. а) zzw Im  б)  izw  2sin  

9. а)   32 ziw   б) zw cos  

10. а) zw sin  б) zew 3  

Завдання 8. Поновити аналітичну функцію      yxivyxuzf ,,   

по відомій уявній або дійсній частині. 

1. 7222  xyxv  6. 23 23  xyxu  

2. 23 23  yxyxu  7. yxyv  22  

3. xyxv 222   8. yyxu 222   

4. 13 23  xyxu  9. 22 yxyxv   

5. 323 yyxv   10. 7222  yxyu  

Завдання 9. Обчислити інтеграли 

1. а) dzz

L


2

5  де L : 20,2  xxy  
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 б) 

 



2

3
2 1

iz

zz

dz
 

в) 





2

3

2cos

iz

dz
z

zz
 

2. а)  dzzz

L

  2Im2  де L : 10,3  xxy  

 б) 

 





1
2

1
1

1

z

z

dz
zz

e
 

в) 

   



33

3 42
z

zz

zdz
 

3. а)  dzzz

L

   де L : 11,2  yyx  

 б) 

 



5,22

2 4
iz

zz

dz
 

в) 
dz

z

z

iz






2

2

sin1
 

4. а)  dzz

L

 12  де L : 10,2  xxy  

 б) 




32

2 4

cos

z
zz

zdz
 

в) 

 
 

12

2

1

2
iz

z

iz

dze
 

5. а) dze

L

z  де L :  yxy 0,  

 б) 

  



5

4
z

iziz

zdz
 

в) 

 
 

1

2

iz

iz

iz

dze
 

6. а) dzz

L

Re  де L : 20,2  yxy  

 б) 

  



33

4

ln

iz
iziz

zdz
 

в) 

   
 

33

2 32
iz

iziz

zdz
 

7. а)  dzzi

L

 1  де L : 20,  yxy  

 б) 

  



5,13

2

cos

iz
iziz

zdz
 

в)  
   

 



22

3 32

1

z
zz

dzz
 



51

8. а)  dzzz

L

 Re  де L : 10,2  yxy  

 б) 

  



4

4
2

iz
iziz

dz
z

sh


 

в)  
   

 



31

3 42

1

z
zz

dzz
 

9. а)  dzzz

L

  22 ReIm  де L : 
31,

1
 x

x
y  

 б) 

  



5,12

2
2

ln

iz
iziz

dz
z

 

в)  
   

 



32

3 33

1

z
zz

dzz
 

10. а)  dzzzz

L

 2Im  де L :   11,1
2

1 2  yyx  

 б) 




2

2 1
z

z

zdz
 

в) 

 
dz

iz

z

iz


 

12

3

2

2

cos
 

Завдання 10. Знайти радіус збіжності степеневого ряду 

1.  




 
0

2

n

nni
ze  

2. 

 


 0
234n

n

n

i

z
 

3. 
 






0

2
n

n
zin  

4. 
 






0

1
n

nn
zi  

5. 

 


 0 32
n

n

in

z
 

6. 
 






0

23
n

nn
zi  

7. 
 






0

cos
n

n
zin  

8. 

 


 0 2n
n

n

i

z
 

9. 



0
)(sin

n

n

ni

z
 

10.  






0

3

n

nni
ze  
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Завдання 11. Розвинути в ряд Тейлора функцію  zf  по 

степенях z , використовуючи відомі розкладання функцій в ряд 
Тейлора. 

1.  
iz

z
zf




2
 

2.    zzf  2ln  

3.  
2

cos2 iz
zf   

4.  
2

sin2 iz
zf   

5.    zzf  3ln  6. 
 

z

e
zf

iz

  

7.  
z

zf
1

sin2  
8.  

z
zzf

1
cos4  

9.  
iz

z
zf




3
 

10. 
  zezzf

1
3  

Завдання 12. Розкласти в ряд Лорана функцію  zf  по степенях 

z  в заданому кільці 

1.  
   21

3





zz

z
zf  

21  z  

2.  
   32

4





zz

z
zf  

32  z  

3.  
   31

7





zz

z
zf  

31  z  

4.  
zz

zf



2

1
 

10  z  

5.  
23

32
2 




zz

z
zf  

21  z  

6.  
2

12
2 




zz

z
zf  

21  z  

7.  
zz

zf
9

1
3 

  
30  z  
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8.  
65

1
2 


zz

zf  
32  z  

9.  
   31

53





zz

z
zf  

31  z  

10.  
   32

43





zz

z
zf  

32  z  

Завдання 13. Зясувати характер особливих точок функції )(zf  і 

знайти лишки в цих точках 

1. а) 
1

11




z

e z

 
б) 

23

2 2

zz

z




 

в) 
z

z
1

cos  

2. а)  
z

z1ln
 

б) 

   21

1
2  zz

 
в) 

2

1

ze  

3. а)  
1

1sin




z

z
 

б) 
 1)1( 2  zz

z
 

в) 
z

chz
13  

4. а) 

2

2
1

z

e
z

 
б) 

23 3

2

zz

z




 

в) 
z

shz
12  

5. а) 
2

cos1

z

z
 

б) 

   12

1
2 



zz

z
 

в) 
2

1

zez   

6. а)  
2

31ln

z

z
 

б) 
23 4

2

zz

z




 

в) 
z

z
1

sin2  

7. а) 

z

z
2sin

 
б) 

 22)1(  zz

z
 

в) 
1

1
cos)1( 3




z
z  

8. а)  
2

2




z

zsh
 

б) 

  21

1

 zіz
 

в) 
2

1
2)2( 


 zez  

9. а)  
1

22sin




z

z
 

б) 
23 2

1

zz 
 

в) 
iz

iz



1

sin)( 2  

10. а) 
1

)2ln(




z

z
 

б) 
 2)3(

1
2 


zz

z
 

в) 
2

5 1
sin

z
z  
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Завдання 14. Обчислити інтеграли за допомогою лишків 

1. а) 

   
 

3
22 41

z
zz

dz
 

б)  





11

2

1

1
sin1

z

dz
z

z  

2. а) 

 
 

11

41
z

z

z

dze
 

б)  





21

3

2

1
cos2

z

dz
z

z  

3. а) 




42

2

2

25
iz

z

dzz
 

б) 






2

1

1

z

z

dz
z

e
 

4. а) 




31

2

2

1
z

z

z

dze
 

б) 






1

1
sin1

z

dz
z

z  

5. а) 




3

2

sin

iz

dz
zz

z
 

б) 
 





2

1

1

1

z

z dzez  

6. а) 






2

2

1

z

z

dz
zz

e
 

б) 
 



2

1
2

iz

iz dzeiz  

7. а)  






32

2 2

2sin

z

dz
zz

z
 

б)  





1

3 1

iz

dz
iz

chiz  

8. а) 
dz

zz

z

z







32

23 2

cos1
 

б) 
   




3

22

1

2
z

iz dzeiz  

9. а) 

   
 

31

2 12
z

zz

zdz
 

б)  





2

2 1
sin

z

dz
iz

iz  

10. а) 




3

2 4
z

z

zdz
 

б)  
 





21

2
5

1

1
sin1

z

dz
z

z  
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f(t) 

t 
0  

1 

  

КОНТРОЛЬНА РОБОТА 
ЕЛЕМЕНТИ ОПЕРАЦІЙНОГО ЧИСЛЕННЯ 

2. ВКАЗІВКИ ДО ВИКОНАННЯ КОНТРОЛЬНОЇ РОБОТИ 
«ЕЛЕМЕНТИ ОПЕРАЦІЙНОГО ЧИСЛЕННЯ» 

2.1 Перетворення Лапласа. Зображення та оригінал 

Оригіналом називається комплексна функція      tvitutf   

дійсної змінної t , що задовольняє умовам:  

1)  tf – однозначна, кусково-неперервна функція разом зі своїми 

похідними n-го порядку в інтервалі  ;0 ;  

2) 0)( tf  при 0t ;  

3) існують такі додатні числа 0, sM , що   ts
eMtf 0 для всіх 

0t , тобто функція )(tf  зростає не швидше, ніж деяка показникова 

функція. 
Число 0s , для якого умова 3) виконана при будь-якому  0ss  

 0  і не виконується при  0ss  ( 0s  – точна нижня межа чисел 

s ) називається показником зростання функції  tf . Функції, які 

при 0t  є обмеженими, або задовольняють умові 3) називаються 

функціями експоненціального типу.  
Функції, що задовольняють умовам 1) – 3), утворюють клас 

оригіналів D . 
Найпростішою функцією-оригіналом є одинична функція 

Хевісайда:  

 









0,0

0,1
)(

t

t
t  

Якщо довільна функція  t  задовольняє 

умовам 1) і 3), то функція      









0,0

0,

t

tt
tt


  

задовольняє всім умовам оригіналу. 
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Зображенням функції-оригіналу   Dtf   називається функція 

 pF  комплексної змінної isp  , яка визначається інтегралом 

(інтегральним перетворенням) Лапласа: 

dtptetfpF 


 
0

)()( . 

Інтеграл існує і рівномірно збігається, якщо 0Re ssp  . 

Співвідношення між оригіналом  tf  і зображенням  pF  

символічно записується:  tf  pF    tf  pF . 

2.2 Властивості перетворення Лапласа. Теореми. 

Теорема єдності. Якщо  pF  і  p  – два зображення і вони 

співпадають, то будуть співпадати і їх оригінали в усіх точках їх 
неперервності. 

Теорема про аналітичність зображення. Якщо   Dtf   і 

 tf  pF , то  pF  - аналітична функція в області 0Re sp  . 

Лінійність. Якщо     Dtftf 21 ,  і  tf1  pF1 ,  tf 2  pF2 , 
то    

   tftf 21      pFpF 21   , 

де  ,  – будь-які комплексні сталі. 

Диференціювання оригіналу. Якщо        Dtftftf n  ,...,,  і 

 tf  pF , то 

 tf     0fppF  ,  tf       002 fpfpFp  , 
………………………………...  

   tf n        0...00 121   nnnn ffpfppFp . 

Інтегрування оригіналу. Якщо   Dtf   і  tf  pF , то 

 
t

df

0


 
p

pF
. 
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Диференціювання зображення (множення оригіналу на 

аргумент). Якщо   Dtf   і  tf  pF , то  tft 
 

dp

pdF
 . 

Наслідки:  

1)  tft n     
n

n
n

dp

pFd
1 , 

2) nt
1

!
np

n


np

1  

 !1

1





n

t n

. 

Інтегрування зображення (ділення оригіналу на аргумент). 

Якщо 
 

D
t

tf
  і  tf  pF , то 

 
t

tf  


p

dppF . 

Терема подібності (про зміну масштабу). Якщо   Dtf   і 

 tf  pF , то для 0  










t

f  pF   або  taf 







a

p
F

a

1
. 

Теорема запізнення. Якщо   Dtf   і  tf  pF  ( 0 ), то 

 tf  pFe p . 

Теорема випередження. Якщо   Dtf   і  tf  pF  ( 0 ), то 

 tf    











  




0

dtetfpFe ptp . 

Теорема зсуву. Якщо   Dtf   і  tf  pF , то 

 tfe t  pF . 
Теорема множення (теорема про згортку): Вираз 

    
t

ffdtff
0

2121   називають згорткою двох функцій. 

Якщо     Dtftf 21 ,  і  tf1  pF1 ,  tf 2  pF2 , то 

21 ff     pFpF 21  . 
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Наслідок (інтеграл Дюамеля): 

   pFpFp 21             dtffftf

t

2

0

121 0  

        
t

dtffftf
0

1212 0  . 

Задача 16. Для заданої функції  tf  знайти зображення  pF  

функції    ttf   за означенням (інтеграл Лапласа) та користуючись 

таблицею зображень, де  t  – одинична функція Хевісайда. 

  ttetf t 2sin3  . 

Розв`язування. 
За означенням 

      
 

 
0 0

2sin3 dtettedtetfpF pttpt  

   
  

 
0 0 0

1 2sin3 tdtedtete pttppdt . 

Обчислимо інтеграли:  

а)  
p

e
p

ptde
p

dte

A

pt

A

A
pt

A

pt 1
lim

1
lim

1

00 0

 








  ; 

б)       
















  






A
tp

A

tp

A

p dte
p

e
p

t
dtte

0

1

0

1

0

1

1

1

1
lim  

 

 
 

  




















 

 2
0

1
2

0

1

1

1

1

1

1
lim

p
e

p
e

p

t
A

tp

A

tp

A
; 

в) 


 
0

2sin Іtdte pt . Застосувавши формулу інтегрування частинами 

два рази, отримаємо:  
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 
4

2
2cos22sin

4

1
lim

2
0

2 

















 

 p
ttpe

p
І

A

pt

A
. 

Отже:  
  4

2

1

13
22 





ppp

pF .   

За таблицею:  t3
p

3
,  tet t

 21

1

p
,  tt 2sin

4

2
2 p

. 

Шукане зображення:  
  4

2

1

13
22 





ppp

pF . 

Задача 17. Знайти зображення функції, користуючись теоремами 
про зображення та оригінали: 

а)    33  tths  , б) ,3cos tt  в) ,
2

t

tchtch 
 г) ,2sin3 te t  д) 

t

d

0

2sin   

Розв’язування. 

а)      33  ttshtf  .  За таблицею tsh
1

1
2 p

. 

Користуючись теоремою випередження, матимемо: 

  3tsh 















  
3

0

2
3

1

1
tdetsh

p
e tpp

 =      










 
3

0

11

2

3

2

1

1

1
dtee

p
e tpzpp = 

   
3

0

11

2
3

112

1

1

1






























p

e

p

e

p
e

tptp
p = .

112

1 33

















p

e

p

e
 

б)   .3cos tttf   За таблицею t3cos
92 p

p
. Згідно  з 

теоремою про диференціювання зображення 
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 tt 3cos
   22

2

22

22

2
9

9

9

29

9 




















p

p

p

pp

p

p

pd

d
. 

в)  
t

tchtch
tf




2
. Користуючись таблицею та властивістю 

лінійності знаходимо tchtch 2
14 22 


 p

p

p

p
. Отже за теоремою 

про інтегрування зображення маємо 

t

tchtch 2
















dp
p

p

p

p

0
22 14




pp

pp 1ln
2

1
4ln

2

1 22  

= .
1

4
ln

1

4
ln

2

1
2

2

2

2











p

p

p

p

p

 

г)   tetf t 2sin3   За таблицею t2sin
4

2
2 p

. Отже за 

теоремою зсуву  te t 2sin3

  43

2
2p

. 

д) Для 
t

d

0

2sin    маємо    2sinf  

За таблицею t2sin
4

2
2 p

, а за теоремою про інтегрування 

оригінала    d

t


0

2sin  4

2
2 pp

. 

Задача 18. Знайти зображення кусково-неперервної функції, яка 
задана графічно 
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Розв’язування.  

Задану функцію аналітично можна записати так: 

 






























at
a

at

ata
a

at

at

t

tf

3,
3

1

3,1

0,1

0,0

 

За допомогою функції Хевісайда задана функція записується у 
вигляді 

     






 


a

at
atttf 1)(       







 


a

at
atat

3
13

   at 3    






 
 at

a

at
t  11 







 





a

at

a

at 3
11

     


 at
a

at
tat  3  .3

3
2 at

a

at



  

Користуючись теоремою запізнення, отримаємо функцію  

  apap e
pa

e
pap

pF 3

22

12111   , яка є зображенням заданої 

функції )(tf . 

2.3 Знаходження оригіналу по зображенню 

Для знаходження оригіналу по зображенню у простих випадках 
необхідно скористатись таблицею зображень основних елементарних 
функцій. 

t 

f(t) 

   1 

  0 

-1 
a 2a 3a 4a 
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Якщо    
 pR

pQ
pF   – правильний раціональний дріб, то його 

розкладають на суму простих дробів і для кожного із них знаходять 
оригінали. В більш складних випадках користуються: 

1) Формула Меліна. Нехай функція  pF  є аналітичною в 

області 0Re sp   і   0pF  коли p  рівномірно відносно 

аргументу p , та виконується умова:   





i

i

MdppF





.  Тоді 

    .
2

1






i

i

pt dtepF
i

tf






 

2) Перша теорема розвинення. Нехай функція  pF  є 

аналітичною в околі точки p  і   0F . Розвинення функції 

 pF  в ряд Лорана має вигляд:   





0
1

n
n
n

p
pF


. Тоді її оригінал  

  .
!0







n

n

n
n

t
tf   

3) Друга теорема розвинення. Нехай функція  pF  є 

аналітичною в області 0Re sp   і   0lim 


pF
p

. Окрім того,  pF  – 

дробово-раціональна функція, яка має полюси в точках  nipi ,1 . 

Тоді її оригінал  

    pt
n

i
pp

epFrestf
i







1

. 

Зокрема, якщо всі ip – прості полюси, а    
 pB

pA
pF   і функції 

 pA  і  pB  не мають спільних нулів, то 
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 pF    
 

tp
n

i i

i ie
pB

pA
tf 




1

. 

Задача 19. Знайти оригінал функції  tf  за заданим зображенням 

 pF : а)  
102

52
2 




pp

p
pF  ;  б)  

  11

12
2

2






pp

p
pF . 

Розв`язування. 

а)   
102

52
2 




pp

p
pF . 

Застосуємо елементарні перетворення для розкладання цього дробу на 
суму простих дробів, оригінали яких відомі: виділимо повний квадрат 
у знаменнику дробу, а чисельник перетворимо згідно формул 11 і 12 
(Таблиця 3.2): 

       
.

31

2

7

2
31

1
2

31

11
2

5

2
31

52

102

52
222222222 





















pp

p

p

p

p

p

pp

p

За таблицею знаходимо 

  22 31

1
2





p

p
tet 3cos2 , 

  22 31

7

p
tet 2sin

3

7
. 

Оригінал для заданої функції:   






  ttetf t 3sin
3

7
3cos2 . 

б)  
  11

12
2

2






pp

p
pF . 

Розкладемо функцію  pF  на суму простих дробів: 

  
    

  11

11

1111

12
2

2

22

2


















pp

pcBppA

p

CBp

p

A

pp

p
. 

Коефіцієнти А, В, С знаходимо з тотожності: 

    1112 22  pCBppAp . 
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2/10

2/12

2/3231
2







CBC

BBA

AA

p

p

p

 

Тоді   .
1

1

2

1

12

1

1

1

2

3

1

1

2

1

1

1

2

3
222 
















pp

p

pp

p

p
pF  

За Таблицею 3.2 для кожного доданку знаходимо: 

1

1

p

te , 
12 p

p
tcos , 

1

1
2 p

tsin . 

Оригінал для заданої функції:   ttetf t sin
2

1
cos

2

1

2

3
 . 

2.4 Розв`язання задачі Коші для звичайних лінійних 
диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами 

Необхідно розв’язати задачу Коші методом операційного 
числення: знайти частинний розв’язок диференціального рівняння 

       tfayayayayay nnn
nnn  


12
2

2
1

1 ⋯  

при заданих початкових умовах 

        ,00;0 1
1

,,10 
  n

n yyyyyy
…

 

де  ia – дійсні числа, nі ,...,2,1 ; jy – дійсні числа, 1...,,1,0  nj . 

Припустимо, що шукана функція  ty , всі її похідні і функція 

 tf  є оригіналами. 

Для знаходження зображень похідних функції  ty   застосовуємо 

теорему диференціювання оригінала. 
 ty  pY , 

 ty       00 yppYyppY  , 

 ty          10
22 00 ypypYpypypYp  , 

………………………………...  
  ty n         10

111 0 
  n

nnnnn yyppYpyyppYp ⋯⋯ . 

Для функції  tf  зображення знаходимо за таблицею:  tf  pF . 

Застосовуючи властивість лінійності зображення, переходимо від 
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диференціального рівняння оригіналів до алгебраїчного рівняння 
відносно невідомого зображення   pY . Матимемо 

       ,1 pRpFpYpQ nn   

де   pQn  і  pRn 1  – алгебраїчні многочлени від p  степеня n  і 

 1n  відповідно: 

  papappQ n
nn

n  
⋯

1
1 , 

    


 11
2

0
1

1 n
nn

n yypyppR ⋯

  0111
3

0
2

1 ...... yayypypa nn
nn


  . 

 Розв’язуємо отримане алгебраїчне рівняння відносно  pY : 

     
 pQ

pRpF
pY

n

n 1
 . 

 Оригінал  ty , для якого  pY  є зображенням, і буде  розв’язком 

заданого диференціального рівняння з початковими умовами. 
 Розглянемо цей метод для розв’язування задачі Коші ЛНДР–2. 
Маємо  ,21 tfyayay   де  tfconstaa ,, 21   – функція-

оригінал,  tyy  – невідома функція-оригінал. Необхідно знайти 

розв`язок рівняння, який задовольняє початковим умовам: 
    00 0,0 yyyy  . 

Нехай  ty  pY ,  tf  pF . Для знаходження зображень 

похідних функції  ty  застосуємо теорему диференціювання 

оригіналу: 
 ty       00 ypPYyppY  , 

 ty          00
22 00 ypypYpypypYp  . 

Перейдемо від диференціального рівняння оригіналів до 
алгебраїчного рівняння відносно зображення  :pY  

        pFpYayppYaypypYp  20100
2 . 

Розв`яжемо отримане алгебраїчне рівняння відносно  pY : 

     010021
2 yaypypFapappY  ; 

   
21

2
0100

apap

yaypypF
pY




 . 
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Отримали операторний розв`язок рівняння. По зображенню  pY  

знаходимо оригінал  ty , який є розв`язком задачі Коші. 

Аналогічно розв’язуються системи лінійних диференціальних 
рівнянь з постійними коефіцієнтами і заданими початковими умовами. 

Задача 20. Користуючись методом операційного числення, 
знайти розв’язок диференційного рівняння, який задовольняє 
початковим умовам:  

а)     10,10,22  yyteyyy t  

б)     00,
4

1
0,12sin4  yytyy . 

 Розв’язування. 
а)     10,10,2  yyteyyy t . 

 Нехай розв’язок диференціального рівняння  ty  має зображення 

 pY . Тоді, згідно з теоремою про зображення похідних матимемо:  

 ty  pY , 

  ty       10  ppYyppY , 

  ty          100 22  ppYpypypYp . 

 Для функції   ttetf   зображення знаходимо за таблицею: 

tte
 21

1

p
. Отже зображення нашого диференціального рівняння 

буде наступне алгебраїчне рівняння: 

     
 

,
1

1
221

2
2




p
pyppYppYp  

розв’язавши яке, отримаємо зображення розв’язку диференціального 
рівняння. 

   
 

1
1

1
12

2

2 


 p
p

pppY   

       
 2

2
2

1

111
12






p

pp
pppY . 
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     
       22

23

22

2

11

2

11

1121











pp

ppp

pp

ppp
pY . 

Розкладемо  pY  на суму простих дробів, виконавши дії аналогічні 

діям прикладу 19 б), отримаємо: 

 
    1

4

5

1

4

1

1
4

1

1

4

1

22 













pppp
pY  

Користуючись Таблицею 3.2, отримаємо оригінали для кожного 
дробу. Застосовуючи властивість лінійності, отримаємо оригінал для 
 pY , який є розв’язком заданого диференціального рівняння: 

  tttt eteetety  
4

5

4

1

4

1

4

1
. 

б)     00,
4

1
0,12sin4  yytyy . 

 Розв’язуємо аналогічно прикладу а), а саме: 
 ty  pY , 

 ty        
4

1
00  ppYyyppY , 

 ty          ppYpypypYp
4

1
00 22  , 

12sin t  4

421

4

2
2

2

2 




 pp

pp

pp
. 

Зображенням заданого диференціального рівняння є алгебраїчне 
рівняння 

     4

42
4

4

1
2

2
2






pp

pp
pYppYp , 

     p
pp

pp
ppY

4

1

4

42
4

2

2
2 




   або 

 
 22

24

44

1688






pp

ppp
pY . 

Розкладемо  pY  на суму простих дробів. Матимемо: 
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 
   2222 4

21

4

1

4

81

4

1





















pppp
pY . 

Користуючись Таблицею 3.2 і властивістю лінійності, отримаємо: 

 
8

2cos22sin

4

1 ttt
ty


 . 

 ty  є розв’язком заданого диференціального рівняння. 

 Задача 21. Розв’язати задачу Коші для системи лінійних 
диференціальних рівнянь з постійними коефіцієнтами: 








teyxy

yxx
2

3
,  

 
 








10

10

y

x
. 

Розв’язування. 
Нехай розв’язки систем    tyitx  мають зображення  pX  та 

 pY  відповідно. Тоді  tx       10  ppXxppX , 

 ty       10  ppYyppY . 

 За таблицею te2

2

1

p
. Записуємо задану систему в 

зображеннях: 

     
     












2

1
1

31

p
pYpXppY

pYpXppX

. 

     
     












2

1
1

13

p
pYppYpX

pYpXppX

 
     
     














2

1
1

131

p

p
ppYpX

pYppX

. 

 Розв’яжемо систему відносно  pX і  pY  : 

 
   

;
22

1
2

2






pp

p
pX  

   22 2

2




pp

p
pY . 

 Знайдемо оригінали для  pX і  pY , розкладаючи їх на суму 

простих дробів і застосовуючи таблицю та властивість лінійності. 
Матимемо 
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 
  2

4

3

2
4

1

2

4

3

2 








ppp
pX ,  

  2
4

1

2
4

3

2

1
2 








ppp

pY  

Розв’язок системи: 

 

 















ttt

ttt

eetety

eetetx

222

222

4

1

4

3
4

3

4

1

4

3

. 

2.5 Індивідуальні завдання 

Завдання 1. Для заданої функції  tf  знайти зображення  pF  

функції    ttf   за означенням (інтеграл Лапласа) та користуючись 

таблицею зображень, де  t  – одинична функція Хевісайда. 

1.   tetf t  2  2.   ttf 2cos  

3.   ttf 32   4.   tettf 2  

5.   22  ttf  6.   tettf  2  

7.   ttf 2sin  8.   1 ttf  

9.   ttf cos2  10.   tettf   

 
Завдання 2. Знайти зображення функцій, користуючись 

теоремами про зображення та оригінали. 
 

1. а)    33sin  tt   б) tcht 2  

 в) 

t

tcos1
 

г) te t sin2   

 д) 


t

d

0

cos   
  

2. а)    22 3  tt   б) tt 2cos  
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 в) 

t

te
t 

 
г) tche t 23   

 д) 

 
t

de

0

2    
  

3. а)    44  ttsh   б) tt 3sin  

 в) 

t

e
t1

 
г) te t cos3   

 д) 


t

dch

0

2   
  

4. а)    133cos  tt   б) tsht 4  

 в) 

t

tchtch 2
 

г) te t 2sin  

 д) 

 
t

de

0

2    
  

5. а)    155  ttsh   б) tt 5cos  

 в) 

t

shttsh 2
 

г) tshe t 2  

 д) 


t

d

0

2sin   
  

6. а)    11 2  tt   б) tt 5sin  

 в) 

t

tt cos2cos 
 

г) 22 te t   

 д) 


t

d

0

3   
  

7. а)    242cos  tt   б) 

2
sin

t
t   

 в) 

t

tsh3
 

г) tche t 22   
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 д) 


t

dsh

0

8   
  

8. а)    33 2  tt   б) tt 6cos  

 в) 

t

te
t 3

 
г) te t 2sin4   

 д) 

 
t

de

0

3    
  

9. а)    242  ttch   б) tsht 7  

 в) 

t

ee
tt 22 

 
г) 33 te t   

 д) 


t

d

0

2sin   
  

10. а)    33 2  tt   б) 

2
cos

t
t   

 в) 

t

t2sin
 

г) 45 te t   

 д) 


t

de

0

2sin   
  

  
Завдання 3. Знайти зображення кусково-неперервної функції, яка 

задана графічно. 
 
1  

 
 

2 

 

f (t) 

t 0 

1 

-1 
1 2 3 4 

f (t) 

t 0 

1 

-1 
1 2 3 4 
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3 

 

4 

 

5 

 

6 

 
 

7 

 

8 

 
 

9 

 

10 

 

f (t) 

t 0 

1 

-1 

1 2 3 4 

2 

f (t) 

0 

1 

1 2 3 4 

2 

t 

f (t) 

t 0 

1 

-1 
1 2 3 4 

f (t) 

t 0 

1 

1 2 3 4 

2 

f (t) 

t 0 

1 

-1 

1 2 3 4 

f (t) 

t 0 

1 

1 2 3 4 

2 

f (t) 

t 0 

1 

-1 

1 2 

3 

4 

f (t) 

t 0 

1 

-1 

1 2 3 4 
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Завдання 4. Знайти оригінал функції  tf  за заданим 

зображенням  pF . 

 
1. а) 

134

32
2 


pp

p
 

б) 

   241

25

 pp

p
 

2. а) 

32

3
2 


pp

p
 

б) 

   12

2
22 



pp

p
 

3. а) 

52

5
2 


pp

p
 

б) 

  328

643

pp

p




 

4. а) 

134

23
2 


pp

p
 

б) 

 1
2

22 pp
 

5. а) 

84

32
2 


pp

p
 

б) 

ppp

p

6

1
23 


 

6. а) 

136

13
2 


pp

p
 

б) 

ppp

p

34

12
23 


 

7. а) 

136

52
2 


pp

p
 

б) 

   42

42
2 


pp

p
 

8. а) 

84

53
2 


pp

p
 

б) 

   22 16

3





pp

p
 

9. а) 

256

12
2 


pp

p
 

б) 

   54

2
2 


pp

p
 

10. а) 

256

12
2 


pp

p
 

б) 

   22 49

1





pp

p
 

 
Завдання 5. Користуючись методом операційного числення, 

знайти розв’язок ЛНДР, який задовольняє початковим умовам 
 
1. 

    20;40

22





yy

ttyy
 

2. 

    100

232





yy

tyyy
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3. 

    10,30

6



 

yy

eyy t

 
4.  

    100

122





yy

tyyy
 

5. 

    20,10

22





yy

eyy t

 
6. 

    100

232





yy

tyyy
 

7. 

    20,10

44 23





yy

etyyy t

 
8. 

    60,20

1223 3





yy

eyyy t

 

9. 

    100

3cos





yy

tyy
 

10. 

    20,30

cossin9





yy

ttyy
 

Завдання 6. Розв’язати задачу Коші для системи лінійних 
диференціальних рівнянь при заданих початкових умовах. 
 
1. а) 









yxy

yxx

43

2
 

  1)0(,30  yx  

б) 









yxy

tyx

2

cos5
 

  0)0(,10  yx  

2. а) 









yxy

yxx 8
 

  0)0(,60  yx  

б) 







 

yxy

eyxx t

22

442 2

 

  0)0(,10  yx  

3. а) 









xy

yxx 32
 

  2)0(,20  yx  

б) 






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Таблиця 3.2 – Основні оригінали і їх зображення. 
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