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В статье получена матрица жесткости вязкоупругого волокнистого композици-
онного материала. На основе метода конечных элементов предложена мето-
дика исследования вязкоупругого поведения композита. Проведен расчет 
композитной пластины и цилиндра в трехмерной постановке в условиях вязко-
упругого деформирования. Рис.5., Ист.16. 
 

Использование композитов в качестве конструкционных материалов по-
зволяет направлено регулировать свойства, вес и геометрические параметры 
при создании конструкций, а также улучшать другие эксплуатационные характе-
ристики. Часто при оптимизации свойств композиционных материалов возникает 
необходимость введения полимерных или эластомерных компонентов, как пра-
вило, в качестве матрицы. В современных силовых конструкциях чаще всего 
применяют волокнистые композиционные материалы, представляющие сравни-
тельно податливую матрицу, армированную высокопрочными и высокомодуль-
ными волокнами. Именно из таких композиционных материалов методами не-
прерывной намотки или укладки создаются типичные элементы силовых конст-
рукций – многослойные оболочки и панели. Механическое поведение таких ком-
позитов проявляется по-разному: ползучесть при постоянном напряжении, ре-
лаксация напряжений при постоянной деформации, затухание динамических 
эффектов, зависимость диаграммы напряжение-деформация от скорости нагру-
жения и другие. Учет вязкоупругих свойств в значительной степени влияет на 
процесс деформирования, что достаточно серьезно отражается на сложности 
моделирования и расчета напряженно-деформированного состояния композит-
ных конструкций. 

Учету ползучести в композиционных материалах посвящена работа 
М.З. Кановича и Н.Н. Трофимова [1]. В ней приведены основные соотношения 
для расчета напряженно-деформированного состояния пластин и оболочек. 

В работе [2] авторами представлена модель и определяющие соотноше-
ния для связи между напряжениями и деформациями в однонаправленном ком-
позите с вязкоупругой матрицей и упругим волокном. Для описания вязкоупругих 
свойств матрицы использованы уравнения Вольтерра с ядрами ползучести в 
виде функций Миттаг-Леффлера. Разработана итерационная процедура опре-
деления эффективных параметров композита по известным механическим ха-
рактеристикам волокна и матрицы. 

На основе реологической модели Фойгта В.Г. Маликовым и 
Ю.М. Шашковым получены аналитические зависимости в матричной форме для 
оценки напряженно-деформированного состояния многослойного композицион-
ного цилиндра при вязкоупругом поведении материала [3]. Показаны особенно-
сти применения полученных зависимостей при наличии цилиндрической орто-
тропии вязкоупругих свойств материалов композитного цилиндра. 

В статье Б.Е. Победри [4] рассмотрены изотропная и структурно анизо-
тропная среды, а также «простые» композиты. Для «сложных» композитов пред-
ложен метод канонических операторов. Описана возможность получения оценок 
точности решения квазистатических задач теории вязкоупругости. 
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В [5] С.Д. Акбаровым дан обзор исследований вязкоупругих композици-
онных материалов и элементов конструкций, проведенных с применением мето-
да начальных несовершенств. 

В работах А.А. Каминского, М.Ф. Селиванова [6, 7] рассмотрен эффек-
тивный метод для определения функции деформирования композита на основе 
дробно-экспоненциального представления функций деформирования материа-
лов компонент. Функция деформирования представляется в виде функции неко-
торого оператора базового класса или их суммы. Представление в таком виде 
позволяет эффективно применять метод операторных цепных дробей. Для по-
лучения вязкоупругого решения был использован принцип Вольтерра. 

Х. Альтенбахом, В.А. Федоровым исследовалась неустановившаяся пол-
зучесть однонаправленного композита квадратного строения с упругими волок-
нами квадратного поперечного сечения [8, 9]. При этом была разработана струк-
турная модель композита. Ползучесть матрицы описывалась законом Нортона. 
Получены две группы основных и разрешающих уравнений неустановившейся 
ползучести: статически и кинематически согласованных, стационарные решения 
которых позволяют получить формулы для второй стадии ползучести композита 
в виде, подобном формулам закона Нортона. 

В работе [10] авторов В.П. Голуба, Ю.М. Кобзаря, П.В. Фернати рассмот-
рена линейность длительного вязкоупругого деформирования высокомолеку-
лярных органических волокон. Функция влияния в определяющем уравнении ли-
нейной вязкоупругости задана степенным ядром типа ядра Абеля. 

Описание напряженно-деформированного состояния композиционного 
материала методом конечных элементов (МКЭ) на основе наследственной тео-
рии Больцмана-Вольтерра представлено в работах [11, 12]. 

Также на МКЭ с применением метода Фурье основывается расчет оболо-
чечных конструкций, приведенный в работе Фомичева Ю.И. [13]. 

При расчетах наиболее часто композиционный материал представляется 
в виде однородного анизотропного материала с упругими свойствами, завися-
щими от упругих свойств структурных компонентов и объемной доли каждого из 
них в композите. Для решения упругих задач механики композитов разработано 
значительное количество методик. Однако, часто эти методики неприменимы 
для расчета вязкоупругих композитов. В данной работе для расчета использует-
ся МКЭ как один из наиболее универсальных и эффективных методов с приме-
нением пространственно-временной аппроксимации. 

Представим пространственно-временную аппроксимацию перемещений 
в виде 
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где 1nm tu , nm tu  – вектор перемещений в узлах 1nt  и nt  соответственно в про-

странственном направлении m , 11 nn tN  и nn tN  – базисные функции, опреде-
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 Чтобы получить матрицу жесткости конечного элемента для композици-
онного материала в условиях вязкоупругого деформирования рассмотрим ва-
риацию упругой энергии деформирования для отдельного конечного элемента в 
момент времени t : 
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где для описания вязкоупругих свойств композиционного материала воспользу-
емся тензором вязкоупругих напряжений в виде [14]: 
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где ijklH0  – мгновенный тензор упругих постоянных композиционного материала, 

ijklH  – длительный тензор упругих постоянных. 

Для определения тензора деформаций конечного элемента представим 

перемещения tum  в виде: 
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 Отсюда, учитывая, что 
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Получаем 
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 Подставляя (5) и (9) в (4), запишем следующие соотношения: 
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 Приняв следующие обозначения: 
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Получаем 
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где матрицы K , K  находятся на основе моментной схемы аналогично работе 
[15]. 

Используя вариационный принцип Лагранжа 
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и обозначив 
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получаем систему разрешающих уравнений вида 
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 Разобьем период времени от 0 до t  на 1n  временной интервал, тогда 

уравнение (17) можно записать в виде 
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 Возьмем разбиение на временные интервалы таким, чтобы оно совпада-
ло с разбиением на временные конечные элементы. Пусть t  принадлежит 1n  

конечному элементу, т.е. nn ttt 1  (а именно примем ntt ), тогда перемеще-

ния аппроксимируются функцией (1): 
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 После математических преобразований получаем следующую систему 
линейных алгебраических уравнений: 
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где P  – вектор внешних нагрузок, 
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– матрица жесткости вязкоупругого материала в момент времени t , 
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– вектор дополнительной нагрузки, обусловленный влиянием i -го временного 

конечного элемента, 
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– вектор дополнительной нагрузки, обусловленный влиянием 1n -го временно-

го конечного элемента. 
 Описанная методика реализована в рамках программного комплекса 
«МІРЕЛА+» [16], с помощью которого решены следующие задачи. 

Определено напряженно-деформированное состояние консольной рези-

новой пластины, армированной волокнами в плоскости 32Ozz , под действием 

растягивающей нагрузки (рис.1). Размеры плиты: ширина – 2,0a  м, длина – 

2,0b  м, толщина 03,0h  м. Физические постоянные волокон 90 10CE  Па, 

3,00
C , 910CE  Па, 3,0C  и матрицы 70 10RE  Па, 49,00

R , 7105,0RE  Па, 

49,0R . Диаметр волокон 4103Cd , частота армирования 15000Ci  воло-

кон/м. Растягивающая нагрузка равна 410  Па. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Расчет проводился для различных углов армирования . Распределе-

ние упругих и вязкоупругих (при времени 10t  с) напряжений показано на рис.2. 

На рис.3 представлен график максимальных перемещений центральной точки A  
свободного края пластины в зависимости от времени. 

Напряжения 33 в защемлении несколько выше на краях пластины, а ми-

нимальное значение принимают приблизительно посредине пластины. При ма-
лых углах армирования упругие и вязкоупругие напряжения различаются незна-
чительно, при этом вязкоупругие напряжения несколько больше упругих. При 
увеличении угла армирования вязкоупругие напряжения становятся значительно 
ниже упругих, хотя характер распределения изменяется незначительно. 

Кроме того, определено напряженно-деформированное состояние орто-
тропной цилиндрической оболочки, нагруженной радиальной сосредоточенной 
силой (рис.4). Цилиндрическая оболочка выполнена из резины 2959 с физиче-

скими величинами: 60 1028,5RE  Па, 61022,2RE  Па, 49,0R  и полиамидного 

корда 23КНТС: 6105,1277CE  Па, 610490CG  Па. Диаметр волокон: 

3107,0Cd  м, частота армирования: 1100Ci  нитей/м. Радиус оболочки: 

112,0R  м, относительная толщина: 03156,0/ Rh , длина образующей: 

RL 37,2 . Оболочка свободно оперта по торцам и нагружена посередине проле-

та радиальной сосредоточенной силой: 98P  Н.  

Z1 

 A 

Z2 Z3 

Рис.1. Консольная пластина под действием растягивающей нагрузки. 
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На рис.5 приведены результаты численного исследования распределения 
прогиба по образующей цилиндра. 
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Рис.2. Распределение напряжений 33  по ширине пластины в защемлении  

 ( –––– – упругих,  – – – – вязкоупругих): 1 – 30 ; 2 – 60 . 
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Рис.3. Распределение максимальных перемещений центральной точки A  

свободного края пластины: 1 – 0 ; 2 – 30 ; 3 – 60 . 



С.Н. Гребенюк, Е.Л. Мизерная 8 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
Рис.4. Расчетная схема цилиндрической оболочки, нагруженной 

сосредоточенной силой 
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Выводы. Из полученных результатов можно заметить, что перемещения 
свободного края пластины с течением времени значительно возрастают. Макси-
мальная величина перемещений, как упругих, так и вязкоупругих, наблюдается 

при угле армирования 0 , а с увеличением угла уменьшается, что объясняется 
тем, что начинают работать волокна, модуль упругости которых значительно 
выше модуля упругости матрицы. По результатам расчета цилиндрической обо-
лочки видно, что вязкоупругое решение также значительно отличается от упруго-
го, особенно при продольном расположении волокон. Перемещения нарастают с 
приближением к точке приложения силы, увеличение составляет до 40%. 
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Рис. 5. Распределение прогиба по образующей цилиндрической оболочки 
при разных углах армирования : 

 –––– – упругое решение, – – – – вязкоупругое решение. 
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